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1. 

Ce qui me frappe dans la carriére mathématique de Weierstrass, 
c*est la remarquable unité de la pensée, persistant ä travers Tétendue et 
la varieté de son oeuvre. 

Des le debut, il s*est proposé un but bien déterminé, il a créé des 
méthodes pour Tatteindre; et, s'il a essayé quelquefois ces méthodes sur 
d'autres problémes, il n'a jamats perdu de vue Tobjet final de ses re- 
cherches. 

Au reste il a pris soin lui-méme de nous en avertir. 

En 1857, il entrait a TAcadémie de Berlin et dans son discours de 
reception, il s'exprimait ainsi: 

DJe dois maintenant expliquer en quelques möts quelle a été jusqu*ici 
la marche de mes études et dans quelle direction je m'efforcerai de les 
poursuivre. 

Depuis le temps, ou sous la direction de mon maltre Gudermann, je 
fis pour la premiére fois connaissance avec la théorie des fonctions ellip- 
tiques, cette branche nouvelle de TAnalyse mathématique a exercé sur 
mon intelligence un puissant attrait dont Tinfluenee sur le développe- 
ment de ma pensée a été décisive. 

Cette discipline, fondée par Euler, cultivée avec ardeur et succés 
par Legendre, s*était d'abord étendue dans une direction unique; mais 
elle venait depuis dix ans d'étre bouleversée entiérement par Tintroduc- 
tion des fonctions doublement périodiques découvertes par Abel et Ja- 
cobi. Ces transcendantes, dotant TAnalyse de grandeurs nouvelles dont les 
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2 H. Poincaré. 

propriétés sont remarquables, trouvaient aussi des applicationa en Géomé- 
trie et en Mécanique, et montraient par la qu'elles étaient le fruit normal 
d*un développement naturel de la science. 

Mais Abel, habitué ä se placer toujours au point de vue le plus 
élevé, avait trouvé un théoréme qui 8'étend a toutes les transcendantes 
résultant de Tintégration des diflférentielles algébriques et qui est pour 
elles en quelque sorte ce qu'est celui d'Euler pour les fonctions ellip- 
tiques. Enlevé a la fleur de Tage, il n'avait pu poursuivre lui-méme 
sa grande découverte, inais Jacobi en avait bientöt fait une seconde non 
moins importante; il avait démontré Texistence de fonctions périodiques 
de plusieurs arguments dont les propriétés principales sont fondées sur 
le théoréme d'Abel et par lä il avait fait connaitre la véritable significa- 
tion de ce théoréme. 

La representation effective de ces grandeurs, dont Tanalyse n'avait 
encore aucun exemple, Tétude détaillée de leurs propriétés devenait donc 
Tun des problémes fondamentaux des Mathématiques; et, des que j*en 
eus compris le sens et Timportance, je résolus de m'y essayer. 

Ceiit été une véritable folie, si j'avais seulement voulu penser a la 
solution d'un pareil probléme, sans in'y étre préparé par une étude 
approfondie des moyens qui devaient m y aider et sans m'étre exercé 
d'abord sur des problémes moins difficiles . . •» 

Ainsi, il a eu depuis ses debuts, Tambition de créer une théorie 
compléte et cohérente des fonctions abéliennes. Dés son entrée dans 
la carriére, encore éléve de Gudermann, il voit avec netteté le but vers 
lequel il marchera toute sa vie, il ne Toubliera jamais et cherchera sans 
cesse a s'en rapprocher. 

On croirait voir un savant ingénieur attaquant une place tres forte; 
ä travers la complication des travaux d'approche, a travers les longues 
péripéties du siége, Tunité de sa pensée persiste et reste toujours visible. 

Cependant, bien entendu, les instruments qu'il créait ainsi pouvaient 
servir a bien d'autres besognes; a droite et a gauche de la grande route 
qu'il suivait, il a ouvert bien des voies latérales et il 8'y est engagé 
assez avant pour nous montrer oii elles conduisaient II y a guide les 
premiers pas de ses éléves et leur a assigné ä chacun un but. Aussi 
quelque nombreux qu'aient été ces éléves, son héritage a été assez riche 
pour que chacun deux ait pu sy tailler une large part 
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2. 

Pour atteindre son but, le grand géométre avait trois échelons ä 
gravir: 

I®. Approfondir la théorie générale des fonctions, d'abord celle des 
fonctions d'une variable, puis celle des fonctions de deux variables; c'était 
la la base sur laquelle toute la pyramide devait sélever. 

2^ Les fonctions abéliennes étant Textension naturelle des fonctions 
elliptiques, il fallait perfectionner la théorie de ces derniéres transcen- 
dantes et la mettre sous une fonne oii la general isation de vint facile. 

3®. Il restait enfin ä attaquer les fonctions abéliennes elles-mémes. 



3. 

Mais ce serait mal le comprendre que de penser qu'en poursuivant 
un dessein unique, il a négligé les autres parties de TAnalyse. Quand 
il abordait d'autres problémes, ce n'était pas uniquement pour s'exercer, 
comme pourrait le faire croire une des phrases de son discours acadé- 
niique que j'ai citées plus haut. Nul au contraire n'avait Tesprit plus 
large, et, 8*11 restait ainsi attaché a son plan de cainpagne, c'est qu'il en 
attendait des resultats d'une portée universelle. 

Tel un general marche directement sur la capitale de Tennemi, 
sachant bien que, des qu'il Taura atteinte, tout le pays tombera en son 
pouvoir. 

Il révait donc sinon pour lui-niéme, au inoins pour ses successeurs, 
de bien plus vastes conquétes. Si ces espérances, qui a ses debuts de- 
vaient lui sembler bien lointaines, ont fini par se réaliser en grande 
partie, c'est qu'il nest pas reste seul. Son enseignement a formé de 
nombreux disciples, et a donné au maitre toute une armée, qui acceptait 
sa direction, et qu il lan9ait en avant, ne pouvant aller partout lui-niéme. 

Cest pour cela qu*il est si diflPicile de rendre un compte exact des 
travaux uiathéinatiques de Weierstrass; ce n'est pas seulenient parce que 
son oeuvre imprimée est considérable; c' est surtout parce que cette oeuvre 
ne le contient pas tout entier. 
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Longtemps les plus importants de ses ouvrages sont restes inédits 
et c'était dans son enseignement oral qu'il prodiguait les trésors de sa 
science; que de richesses encore aujourd'hui, ne nous sont conservées que 
par la mémoire de ses auditeurs. 

Heureusement les éléves se pressaient en foule autour de sa chaire 
et allaient ensuite porter au loin son influence. L'esprit de Weierstrass 
inspirait aussi non seulement ceux qui avaient eu le bonheur d'entendre sa 
parole, mais ceux qui n'en avaient re9U qu*un écho indirect. Aussi dans 
Toeuvre de beaucoup d'entre nous, il pourrait légitimement revendiquer 
une part. 

Dans ses derniéres années, sa santé Tavait obligé a abandonner cet 
enseignement; il vieillissait entouré du respect et de Tadmiration de tous, 
8 occupant tranquillement de la publication de ses travaux avec la joie de 
voir son oeuvre continuée par les hommes qu'il avait animés de son esprit. 



Théorie des fonctions. 

4. 

Au commencement du siécle, Tidée de fonction était une notion ä 
la fois trop restreinte et trop vague. D'une part en effet les fonctions 
discontinues, lea fonctions dépourvues de dérivées, ou étaient inconnues 
ou étaient regardées comme des créations purement artificielles, indignes 
de Tattention du géométre. 

On excluait donc de Tanalyse iout un domaine qu'elle s^est depuis 
annexé; mais d'autre part on aurait été bien embarrassé s'il s'était agi 
d'énoncer, d*une maniére nette et precise, les conditions nécessaires et 
suffisantes pour conférer a une fonction le droit de cité. La frontiére 
entré les fonctions analytiques et les autres était loin d*étre compléte- 
ment tracée. 

En réalité, comme par un héritage dti aux fondateurs du calcul 
infinitésimal, qui 8'étaient d'abord préoccupés des applications, on se 
reportait inconsciemment au modéle qui nous est foumi par les fonctions 
considérées en mécanique et on rejetait tout ce qui 8'écartait de ce 
modéle; on n'était pas guide par une definition claire et rigoureuse, mais 
par une sorte d'intuition et d'obscur instinct. 
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Gette definition, il fallait la donner; car Tanalyse ne pouvait qu*a 
ce prix acquérir la parfaite rigueur. 

Aujourd'hui tout est bien changé; on distingue deux domaines, Tun 
sans liinites, Tautre plus restreint, mais mieux cultivé. Le premier est 
eelui de la fonction en general, le second celui de la fonction analytique. 
Dans le premier, toutes les fantaisies sont pemiises et å chaque instant 
nos habitudes sont heurtées et nos associations d'idées rompues; nous y 
apprenons ainsi a nous défier de certains raisonnements par ä peu prés 
qui paraissaient convaincants a nos péres; a nous abstenir de telles conclu- 
sions qui leur auraient paru legitimes. Dans le second, au contraire, ces 
conclusions sont pemiises; mais nous savons pourquoi; il a suflfi de placer au 
debut une bonne definition; et on a vu reparaitre une rigoureuse logique. 

Voilä le cliemin parcouru; nous allons voir comraent Weierstrass 
a contribué a nous y guider. 

Je citerai d'abord une note lue a TAcadémie de Berlin le i8 juillet 
1872, et oii Weierstrass a cit^é des exemples de fonetions continues d'un 
argument réel, qui pour aucune valeur de eet argument, ne possédent 
une dérivée déterminée. 

Il y a cent ans, une pareille fonction eut été regardée comme un 
outrage au sens commun. Une fonction continue, aurait-on dit, est par 
essence susceptible d'étre représentée par une courbe et une courbe a évi- 
demment toujours une tangente. 

Un pareil raisonnement n'a aucune valeur mathématique; il est fondé 
sur une intuition, ou plutöt sur une representation sensible. Mais cette 
representation est grossiére et trompeuse. 

Nous croyons nous represen ter une courbe sans épaisseur; mais nous 
ne nous représentons qu'un trait d'une faible épaisseur. Nous voyons de 
méme la tangente sous la for me d*une bände rectiligne de faible épaisseur; 
et quand nous disons qu'elle touche la courbe, nous voulons dire simple- 
ment que ces deux bändes empiétent Tune sur l'autre sans se traverser. 
Si c'est la ce qu'on appelle une courbe et une tangente, il est clair que 
toute courbe a une tangente; mais cela n'a plus rien a voir avec la 
théorie des fonetions. 

On voit a quelles erreurs nous exposé une folie confiance dans ce 
qu on prend pour Tintuition. Par la découverte de cet exemple frappant, 
Weierstrass nous a donc donné un utile avertissement et nous a appris 
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a mieux apprécier les méthodes impeccables et purement arithmétiques 
dont il a, plus que personne, contribué a doter la Science. 

Du méme coup, il enrichissait le domaine des fonctions non ana- 
lytiques, ou tant de surprises nous attendent encore. 



5. 

Mais ce n'était la qu'une courte excursion hors du chemin si droit 
qu*il s'était tracé et dont il ne 8'est jamais longternps écarté. 

Sur ce chemin, ce qu'il rencontrait, c'était le domaine des fonctions 
aiialytiques, quMl devait d'abord explorer a fond, s*il voulait atteindre 
son but. 

La théorie möderne des fonctions analytiques a eu quatre fonda- 
teurs, Gauss, Cauchy, Riemann et Weierstrass. 

Gauss n'a rien publié de son vivant; il n'avait pour ainsi dire rien 
comrauniqué a personne et ses manuscrits n'ont été retrouvés que long- 
temps apres sa mört. Il n'a donc exercé aucune influence. 

Les trois autres géoraétres qui ont contribué ä créer la notion nouvelle 
de fonction ont suivi des voies bien difiérentes. 

Cauchy a précédé les deux autres et leur a montré le chemin; mais 
néanmoins les trois conceptions restent distinctes et cela est fort heureux, 
puisque nous avons ainsi trois instruments entré lesquels nous pouvons 
choisir et dont nous pouvons souvent combiner Taction. 

Pour Cauchy la definition de la fonction conserve encore un peu 
de Tindécision qu^elle avait chez ses devanciers. Il impose seulement aux 
fonctions analytiques quelques conditions restrictives, comme celle d'avoir 
une dérivée continue. To ut repose sur un théoréme tres simple relatif 
aux intégrales imaginaires et sur la notion de résidu. Une fonction quel- 
conque peut étre représentée par une intégrale définie et devient ainsi 
maniable pour Tana lyste, quelque vaguement définie qu'elie ait été au 
debut. Cest lä un avantage précieux et aujourd'hui encore les Drésidus» 
nous donnent la solution de problémes que nous ne pourrions résoudre 
sans eux. 

La théorie de Cauchy contenait en germe a la fois la conception 
géométrique de Riemann et la conception arithmétique de Weierstrass^ et 
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il est aisé de comprendre comment elle pouvait, en se développant dans 
deux sens différents, donner naissance a Tune et a Tautre. 

Pour Riemann, Timage géométrique joue le röle dominant; une fonc- 
tion n'e8t qu'une des lois d'aprés lesquelles les surfaees peuvent se trans- 
former; on cherche a se représenter ces transformations et non a les 
analyser; leur possibilité méme n'est établie que par un raisonnenient 
soinmaire auquel on n'a pu, beaucoup plus tärd, donner la rigueur qu'au 
prix de modifications profondes et de détours compliqués. 

Weierstrass se place a Textréme opposé; le point de départ est la 
serie de puissances, »rélément de la fonction» qui est coniiné dans un 
cercle de convergence; pour poursuivre la fonction en dehors de ce eercle, 
nous avons le procédé de la continuation analytique; tout devient ainsi 
une conséquence de la théorie des series et cette théorie est elle-méine 
établie sur des bnses arithmétiques et solides. Nous sommes débarrassés 
des doutes qui, au siécle dernier et dans la premiére moitié de ce siécle, 
assaillaient souvent les penseura a propos des principes du calcul iniini- 
tésimal, et aussi de ceux que pouvait provoquer par ses lacunes la 
théorie des fonctions analytiques de Lagrange. Tout cela n'est plus 
aujourd'hui que de Thistoire aneienne. 

La conception de Weierstrass présente un double a vantage: 

I®. Elle est, comme nous venons de le voir, parfaitement rigoureuse 
et cette rigueur est obtenue par des moyens les plus simples. 

2®. Elle sadapte avec une grande facilité a la généralisation, et 
peut sétendre aux fonctions de plusieurs variables. 

Entré ces trois conceptions gardons-nous de choisir; chacune a son 
röle nécessaire. Avec Tinstrument de Riemann, Fintuition verra d'un 
seul coup d*oeil Taspect general des choses; comme un voyageur qui 
examine du haut d'une montagne la topographie de la plaine qu'il va 
visiter et apprend de la sorte a s'y orienter. Avec Tinstrument de 
Weierstrass, Tanalyse éclairera successivement tous les recoins et y fera 
pénétrer Tabsolue clarté. 

En un mot, la méthode de Riemann est avant tout une méthode de 
découverte, celle de Weierstrass est avant tout une méthode de demon- 
stration. 
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6. 

La principale contribution de Weierstrass aux progrés de la théorie 
des fonctions est la découverte des facteurs primaires. 

Les plus simples des transcendantes sont les fonctions entiéres qui 
n'ont de point singulier qu'a Tinfini. Une pareille transcendante est 
toujours le produit d'une infinité de »facteurs primaires»; chacun de ces 
facteurs est lui-méme le produit d'un polynöme du premier degré par 
une exponentielle dont Texposant est un polynöme de degré q; le facteur 
primaire est dit alors de genre q. 

A cette découverte se rattache la classification des fonctions entiéres 
en genres dont Timportance arithmétique a été récemment mise en évi- 
dence par M. Hadamard. Une fonction est de genre q, lorsque tous 
ses facteurs primaires sont de genre q au plus. 

Weierstrass a trouvé la également le moyen de construire une fonc- 
tion entiére ayant des zéros donnés. 

A ce théoréme se rattache directement celui de M. Mittag-Lefller sur 
les fonctions méromorphes. 

Ces deux théorémes permettent la construction facile des fonctions 
6(w) et p{u) qui ont été comrae nous le verrons plus loin, les principaux 
instruments de Weierstrass dans la théorie des fonctions elliptiques. 

Cest sans doute cette perspective qui a dirigé dans cette voie les 
efforts du grand géométre allemand; mais il en a retiré bien d'autres 
fruits. La portée de la méthode nouvelle dépassait en e£Fet de beaucoup 
la question particuliére quMl avait voulu résoudre et pour laquelle il 
Tavait créée. 

EUe s'étendit sans peine, grace aux travaux personnels de Weier- 
strass et a ceux de M. Mittag-LeflFler, aux fonctions qui présentent des 
pointfi singuliers essentiels isolés, puis a celles qui admettent des singu- 
larités plus compliquées et möme des lignes singuliéres. 

Cest donc une des méthodes les plus générales de Tanalyse. 

Cest dans cet ordre d^idées que Weierstrass a été conduit ä étudier 
la representation des fonctions par les series dont les termes sont des 
fractions rationnelles. 
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Il a, en multipliant lea exemples, bien inontré comment une pa- 
reille serie peut représenter dans deux domaines diflFérents deux fonctions 
di£Férentes; ä cette occasion, il a éclairci la notion des limites naturelies 
d'une fonction et par la la notion fondamentale de fonction analytique 
elle-méme. Cest depuis ce mérnoire que toute obscurité a enfin dispsciru. 



7. 

Maisy pour Tétude des transeendantes abéliennes, la théorie des fonc- 
tions d'une variable ne suffit pas; il faut approfondir celle des fonctions 
de plusieurs variables. 

Aussi rillustre géométre allemand n'a cessé de s'en préoccuper; il 
devait y rencontrer des difficultés nouvelles; car il se trouvait privé de 
1'usage des facteurs primaires qui lui avaient été si utiles dans ses re- 
cherches sur les fonctions d'une seule variable. 

Il a pu néanmoins, mettre hors de doute une foule de théorémes 
qui lui étaient nécessaires pour son objet, et qu'on admettait souvent 
sans en avoir compris le véritable sens et la portée. Sa tåche lui a été 
facilitée par Temploi continuel d'une des notions qu'il avait créées, celle 
des elements de fonction. 

8. 

Pour avoir le droit de représenter ainsi toutes les fonctions par des 
series et pour pouvoir sans crainte se servir de cette representation dans 
toutes les questions de calcul integral, il fallait faire voir qu*on peut 
égaler ä une serie de puissances toute fonction implicite tirée d*un sys- 
téme d*équations dont les premiers membres sont des series de puis- 
sances; ou rintégrale d'une équation dififérentielle dont les coefficients 
sont des series de puissances. Cet important théorémc devait étre pour 
Weierstrass une des pierres fondamentales de son systéme. 

On sait quMl a été établi pour la premiére fois par Cauchy. 

En 1842, Weierstrass publia une mémoire ou il démontre de nouveau 
cette proposition d'une maniére analogue ä celle de Cauchy. 

Il avait éte devancé a son insu par le savant fran9ais, mais il con- 
serve néanmoins une large part d^originalité. Kuniformité de la con 
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vergence, la fa9on dont les elements de fonctions se déduisent les uns des 
autres par continuation analytique sont des questions qu'il étudie a fond. 

D'un autre cöté, au point de vue didactique, son mode d'exposition 
présente de grands avantages; sa Dfonction majorante» est plus simple et 
plus maniable que celle de Cauchy; les inégalités du debut sont tirées 
des propriétés élémentaires des series, et non plus de la considération 
d'intégrales imaginaires. Cest lä un progrés, il y avait intérét ä montrer 
quand cette considération est indispensable et quand on peut s'en passer. 

On voit par cet exeraple comment la fa9on dont le mathématicien 
allemand con9oit la fonction dérive de la conception de Cauchy, mais en 
Tallégeant d'un bagage inutile. 

Weierstrass a appliqué lui-méme cette méthode ä une foule de 
questions et méme ä la demonstration de Texistence des racines d*une 
équation algébrique. Mais c*est surtout entré les mains de ses discipled 
qu'elle a donné ses principaux resultats. M"** Kowalevski Ta appliquée 
aux équations aux dérivées partielles, et M. Fuchs aux équations diflFé- 
rentielles linéaires avec le succés que Ton sait. 



9. 

Un dernier travail qui se rapporte indirectement ä la théorie des 
fonctions est celui que l'illustre mathématicien a consacré au principe 
de Dirichlet. Par un exemple frappant, il a montré combien est fragile 
la demonstration de ce principe dont on s'était longtemps contenté. 

Cest sur ce principe pourtant que Riemann avait voulu båtir toute 
sa théorie des fonctions; cette assise fondamen tale n'était pas solide et si 
on ne voulait la voir s^écrouler en entrainant tout Tédiiice dans sa chute, 
il fallait soigneusement Tétayer; c'est ce qu*ont fait depuis M. Schwarz 
et d'autres disciples de Weierstrass. 

Fonctions elliptiques. 
10. 

La for me que Jacobi avait donnée ä la théorie des fonctions ellip- 
tiques était loin d'étre parfaite; les défaut« en sautent aux yeux. 
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A la base nous trouvons trois fonctions fondamentales sn , en et dn . 
Ces fonctions n'ont pas les inémes périodes; pour Tune /^K et 2iKj 
pour Tautre 4Ä et 2K + aiif'; pour la troisiéme 2K et ^iK'. Si on 
veut les rapporter toutes trois a un inéme systéine de périodes, il faut 
prendre 4 K et 4iK'] inais panni les transcendantes qui admettent ces 
périodes, les fonctions de Jacobi sn, en, dn ne sont pas les plus simples; 
elles ont quatre iniinis et les plus simples n'en ont que deux. 

Dans le systéme de Weierstrass, au lieu de trois fonctions fonda- 
mentales, nous n'en avons plus qu'une p{u) et c'est la plus simple de 
toutes celles qui ont mémes périodes. EUe n'a qu'un seul infini double; 
et enfin sa definition est telle qu elle ne change pas quand on remplace 
un systéme de périodes par un autre systéme équivalent; au contraire 
cette substitution produirait entré les fonctions de Jacobi des permutations 
dont la loi est inutilement compliquée. 

Dans la plupart des problémes, il suflFit de considérer p{u) et Tin- 
troduction de sn, en, dn ne serait qu*une cause artificielle de complica- 
tion. Sans doute il en est d^autres oii cette introduction serait plus na- 
turelie; mais dans ceux-la méme, Weierstrass les remplace avec avantage 
par les trois fonctions 



)/p(u) — ö, , v/f(w) — e, , ^p (u) — 63. 

Les formules qui les relient les unes aux autres sont remarquablement 
symétriques et peuvent se déduire les unes des autres par permutation 
circulaire. Il n'en était pas de méme avec les anciennes transcendantes 
sn, en, dn; le module entrait dans la relation qui relie sn a dn, il 
n'entrait pas dans celle qui relie sn a en. Rien ne justifiait cette dis- 
symétrie qui était parfois génante. 



11. 

D'autre part, le röle prépondérant que joue le module k se comprend 
mal. Le module k n'est pas la plus simple de toutes les fonctions 
modulaires, puisqu^ä un méme systéme de périodes peuvent corres- 
pondre plusieurs valeurs du module. Le röle du module n'est pas le 
méme par rapport aux deux périodes et il en résulte une dissymétrie 
artificielle dans les formules. 
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Pour calculer le inodule, il faut résoudre une équation du 4® degré; 
cette resolution est évitée, si on prend pour arguments fondamentaux les 
coöflficients du premier membre de cette équation, ou plut6t les invariants 
de ce polynöme. Ce sont ces invariants que Weierstrass a appelés g^ 
et g^. L'invariant absolu 

est la plus simple de toutes les fonctions modulaires; c'est Télément 
essentiel et naturel qui doit remplacer /v, comme p{u) a remplacé 
sn, en, dn. 

12. 

Une autre catégorie de transcendantes dont Timportance est fonda- 
mentale, ce sont les fonctions S. La encore les notations de Jacobi ne 
sont pas sans inconvénient. Les formules de transformation rebutent la 
mémoire par leur défaut de symétrie. 

Les quatre fonctions Ö et i^ de Jacobi ne sont qu'un cas particulier 
de fonctions beaucoup plus générales, les fonctions d des diflFérents ordres, 
comme M. Hermite Ta montré dans un mémoire aussi concis que sub- 
stantiel. Mais ces fonctions de M. Hermite peuvent elles-mémes étre généra- 
lisées et il existe toute une catégorie de fonctions que Briot et Bouquet ont, 
je ne sais pourquoi, appelées intermédiaires et qui se reproduisent multi- 
pliées par une exponentielle quand la variable augmente d^une période. 

Parmi elles, quelle est celle qui doit étre choisie comme element 
simple? Ce ne peuvent étre les quatre fonctions de Jacobi dont les 
rapports sont les quantités sn, en et dn déja condamnées pour les raisons 
que nous avons exposées plus haut Ce ne peut étre non plus une des 
fonctions de M. Hermite, car dans ces fonctions les deux périodes ne 
jouent pas le méme röle; de sorte que ces transcendantes prennent une 
infinité de formes dififérentes quand on remplacé un systéme de périodes 
par un autre équivalent 

Weierstrass s'est préoccupé des ses debuts de ce choix d'un ele- 
ment simple et il a adopté d'abord la fonction qu'il a appelée Al et qui 
ne change pas quand on change le systéme de périodes mais de fagon 
que le module reste le méme. 
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Il a abandonné plus tärd cette fonction Al en méme temps que le 
module lui-méme, et il a choisi comrae element nouveau la fonction 6 
qui, d^aprés sa definition, ne change pas quand on remplace le systéme 
des périodes par un autre systéme équivalent qudconque. 

Les formules atteignent ainsi leur maximum de simplicité. Mais 
eependant la fonction 6 n'a pas définitivement détröné les fonctions d et 
en particulier celles de M. Hermite comme p[u) a détröné sn, en etdn. 

La simplicité du développement des ö, la rapidité de la convergence, 
Télégance de leurs propriétés, leur assure une place importante et de 
cette place elles ne seront jamais délogées. 

Il fa ut seulement savoir passer rapidement de 6 aux 6 et des ö a 6. 



13. 

Il y a bien des maniéres de commencer Texposition de cette im- 
portante théorie. Celle que Weierstrass a préférée est bien curieuse; il se 
demande a quelles conditions une fonction peut admettre un théoréme 
d'addition. 

Cette prédilection s'explique aisément; car c'est ainsi qu'il se pro- 
posait d^introduire ses auditeurs dans le domaine des fonctions abéliennes 
quand il en aurait achevé la théorie; cette fa^on de presenter les choses 
lui plaisait par sa généralité, qui rendait facile Textension qu'il avait en 
vue. On trouvera les formules de Weierstrass relatives aux fonctions 
elliptiques réunies dans un recueil que M. Schwarz publie avec un soin 
extreme; mais on ne se rendra complétement compte de la marche de 
ses idées qu'en se reportant aux mémoires originaux. 



Fonctions abéliennes. 

14. 

Weierstrass, comme je Tai dit, 8'est toute sa vie préoccupé des fonc- 
tions abéliennes; dans la premiére période de sa carriére, il sefforce 
d*étendre a ces transcendantes, et en particulier aux fonctions hyperellip- 
tiques, les propriétés qonnues de sn, en et dn; ä cette époque, il n'a 
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pas eiicore donné sa forme définitive a sa théorie personnelle des fonctions 
elliptiques; il devra donc plus tärd remettre au point les resultats qu'il 
a obtenus alors. 

Mais a ce moment survint la publication du mémoire de Riemann 
qui exer9a une grande influence sur le développement de cette discipline. 
Les fonctions hypereliiptiques cessérent de jouer un röle ä part dans les 
préoccupations des analystes et on envisagea les fonctions abéliennes en- 
gendrées par les courbes algébriques les plus générales. Mais les théo- 
rémes déja démontrés par Weierstrass s*y étendaient facilement. 

Dans cet ordre d'idées, tout repose encore sur Tétude des intégrales 
abéliennes et sur celle des fonctions rationnelles de deux variables x et 
y liées par une relation algébrique. A cet ordre d^idées se rattache un 
important travail de Weierstrass dont les resultats sont exposés dans 
une lettre adressée a M. le Professeur Schwarz. La sont définies les 
singularités vraiment essentielles des courbes algébriques, celles qui ne 
sont pas altérées par les transformations birationnelles et que Ton appelle 
aujourd'hui »points de Weierstrass». Le géométre berlinois a montré égale- 
ment comment les rapports mutuels de ces singularités nous font connaltre 
les transformations birationnelles d'une courbe en elle-méme. 



15. 

Mais les fonctions abéliennes définies par Riemann ne sont pas les 
fonctions périodiques les plus générales, que la méthode de Riemann 
semble impuissante ä atteindre. Nous savons en eflFet que le nombre 
des modules d'une courbe d'ordre p est egal a ^p — 3; le nombre des 

coefficients arbitraires d'une fonction k p variables est egal ä ^-^ ^ ; 

ces deux nombres ne sont égaux que pour ^ = 2 et pour p = 3; pour 
p > 3, le second est plus grand que le premier. Il y a donc des fonc- 
tions qui ne correspondent pas a des courbes algébriques. 

Weierstrass fut ainsi conduit a aborder la question par une autre 
voie et a chercher quelles sont les fonctions périodiques les plus générales. 
Et d'abord une premiére question se présente; combien une fonction de 
n variables peut-elle avoir de périodes? Le probléme avait été résolu 
par Jacobi qui avait montré que le nombre maximum de ces périodes 
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est 2n. Weierstrass a donné une demonstration nouvelle du théoréme 
de Jacobi et a nettement inarqué les conditions dans lesquelles il est 
applicable. 

II s'est ensuite occupé d*étudier les propriétés des fonetions les plus 
générales qui dépendent de n variables et adrnettent 2n périodes. Il a 
reconnu qu^elles jouissent de propriétés analogues a celles des transcendantes 
elliptiques. 

Entré w + i fonetions, qui ont mémes périodes, il y a toujours une 
relation algébrique; d'oii il suit d*abord que ces fonetions adrnettent un 
théoréme d'addition et satisfont a des équations diflférentielles. 

Enfin Weierstrass a démontré qu'une pareille fonction est toujours 
le quotient de deux series et que les fonetions abéliennes les plus 
générales peuvent se déduire de celles de Riemann par le procédé connu 
de la »réduction des intégrales abéliennesD. 

Le but était atteint. 



Divers. 
16. 

Je m'étendrai peu sur les autres travaux de Weierstrass, malgré leur 
iittportance et leur varieté. 

Deux mémoires déja anciens ont été consacrés aux facultés analy- 
tiques, qui avaient été Tobjet de recherches nombreuses et anciennes, 
souvent assez mal conduites et qui se raménent tres siniplement aux fone- 
tions eulériennes. 

La question des unités complexes a aussi occupé Weierstrass dans 
ses demiéres années; on avait con9u de tres grandes espérances a la suite 
de rinvention des nombres complexes; on en attendait les mémes surprises 
qu'avaient données les imaginaires. Il fa ut y renoncer; on sait mainte- 
nant que tous les nombres complexes, je veux dire tous ceux dont la 
multiplication est commutative, se raménent aux imaginaires et ne nous 
apprendront rien de plus. 

La découverte de M. Hermite qui a démontré la transcendance de 
e, bient6t suivie de celle de M. Lindemann qui a établi la transcendance 
de ;r, attira il y a une quinzaine d^années, Tattention de tous les géo- 
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métres; elle ne pouvait échapper a celle de Weierstrass qui a notable- 
ment perfectionné les demonstrations de ses devanciers. 

Citons encore un mémoire sur la representation des fonctions d'une 
variable reelle par des series de polynömes; deux autres sur la théorie 
des formes quadratiques; un travail sur un probléme de calcul des va- 
riations; un autre sur le théoréme fondamental de la géométrie pro- 
jective, etc. 

Ces exemples suflfiront pour montrer comment, en restant toujours 
fidéle au méme esprit, il a touche a toutes les parties de la science 
mathématique et avec quelle souplesse s'adaptaient aux problémes les 
plus divers les méthodes fécondes quil avait créées.* 



Conclusions. 
17. 

En terminant cette rapide analyse, je voudrais pouvoir caractériser 
en quelques möts Tesprit qui dans tous leurs travaux a animé le maltre 
et ses disciples. 

Cest d'abord un souci constant d'une parfaite rigueur. 

Pour cela, Weierstrass renonce ä se servir de Tintuition, ou du 
moins ne lui laisse que la part qu'il ne peut lui 6ter. Les notions in- 
tuitives sont analysées et réduites en leurs elements; parmi ces elements, 
les philosophes en trouveraient certainement qui conservent le caractére 
intuitif; mais ceux-la sont rejetés hors du domaine des mathématiques 
pures, qui peuvent se développer sans eux; les physiciens seuls auront a 
s'en occuper. Ceux qu'on conserve sont analysés ä leur tour et cette 
analyse est poussée jusqu'a ce qu'on arrive a Télément ultime, le nombre 
entier. 

De lä ä régard de la géométrie une certaine méfiance qui est le 
caractére propre de TEcole de Berlin; pour ainsi dire elle ne cherche 
pas a voir, mais a comprendre. 

Tout dérive donc du nombre entier et participe par conséquent de 
la certitude de Tarithmétique; le continu lui-méme se raméne a cette 
origine et toutes les égalités qui font Tobjet de TAnalyse et ou iigurent 
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des grandeurs continues ne sont plus que des syinboles, rempla9ant unc 
multitude infinie d^inégalités entré nombres entiers. 

Les notions analytiques sont donc pour Weierstrass, oömme pour 
Kronecker, des constructions faites avec les ménies matériaux, les nombres 
entiers. Mais il y a une difFérence entré les deux conceptions; Kronecker 
est surtout préoccupé de mettre en évidence le sens philosophique des 
vérités mathématiques; le nombre entier étant le fond de tout, il veut 
qu'il reste partout apparcnt; pour lui, les seules operations licites sont 
Taddition et la multiplication; ce n'est que par une concession aux pré- 
jugés contemporains, qu*il consent quelquefois ä admettre la division. 

Tel n^est pas le point de vue de Weierstrass. Des qu'il a élevé une 
construction, il oublie de quels matériaux elle est faite et ny veut plus 
voir qu'une unité nouvelle dont il fera Tun des elements d'une construc- 
tion plus grandiose. Il peut le faire sans crainte, car il en a, une fois 
pour toutes, éprouvé la solidité. 

Ces unités intermédiaires ne sont sans doute que des auxiliaires; 
mais notre esprit est si faible qu'il ne peut s*en passer; car il ne peut 
percevoir a la fois tous les détails d'un grand ensemble. Ces artifices 
sont donc nécessaires si l'on veut marcher toujours en avant et c'est la 
justement ce que veut Weierstrass. Kronecker, lui aussi, a fait bien des 
découvertes; mais 8'il y est arrivé, c'est en oubliant qu'il était philosophe 
et en délaissant lui-méme ses principes qui étaient condamnés d'avance a 
la stérilité. 

Weierstrass procéde donc par construction en partant du nombre 
entier; il marche ainsi toujours du simple au composé. Il se distingue 
par cette tendance d'autres analystes qui partent du general et de Tin- 
déterminé et qui le déterminent ensuite de plus en plus par des hypo- 
théses restrictives. De lä le eontraste entré sa fa9on de concevoir la 
fonction analytique et celle de ses devanciers. 

Une autre pensée semble Tavoir guide. 

En 1875, il écrivait ä M. Schwarz: 

dPIus je réfléchis aux principes de la théorie des fonctions — et 
c^est ce que je fais sans cesse — plus je suis solidement convaincu qu ils 
sont båtis sur le fondement des verités algébriques et que, par coiisé- 
quent, ce n'est pas le véritable chemin, si inversement on fait appel au 
transcendant pour établir les théorémes simples et fondamen taux de 

Åeta mathemoHoa. 22. Imprinié le 10 février 1898 8 
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TAlgébre; et cela reste vrai, quelque pénétrantes que puissent paraltre 
au premier abord les considérations par lesqueljes Riemann a découvert 
tant d'importante8 propriétés des fonctions algébriques.» 

Je pourrais citer d'autre8 exemples oii il 8'est inspiré de la rnéine 
idée. Il est constammeiit efforcé d'aller au but par le chemin le moins 
détourné, qui n'est pas toujours le plus rapide ni le plus elegant, mais 
qui est le seul logique. 



19 



OBER DIE INTEGRATION PARTIELLER LINEARER DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN DURCH VIELFACHE INTEGRALE 

VOK 

HJ. MELLIN 

in HBLSINGFORS. 



In der vorliegenden Arbeit beabsichtigen wir zu zeigen, dass die 
vielfachen Integrale mit veränderlichen Parametern in der Theorie der 
partiellen linearen Dififerentialgleichungen (mit rationalen Coefficienten) 
formell ebenso verwendet werden können, wie die einfachen Integrale 
schon längst in der Theorie der gewöhnlichen linearen Diflferentialgleich- 
ungen benutzt worden sind. 

Ebenso wie die bekannte LAGRANGE*sche Beziehung zwischen adjungirten 
Differentialausdrttcken als die gemeinsame Quelle der in der letztgenannten 
Theorie angewandten Methoden der Integration durch bestimmte Integrale 
zu betrachten ist/ giebt es auch för partielie lineare Differentialaus- 
drtlcke eine analoge Beziehung, aus welcher mit Benutzung vielfacher 
Integrale ähnliche Folgerungen gezogen werden können, wie aus der 
ersteren mit Benutzung einfacher Integrale. 

Der Kttrze halber beschränken wir uns im Folgenden auf parti elle 
lineare DifiFerentialgleichungen mit zwei unabhftngigen Veränderlichen. 
Man wird aber ohne Mtthe finden, dass und wie sich alle Ergebnisse un- 
serer Untersuchungen auch auf Gleichungen mit beliebig vielen Ver- 
änderlichen ausdehnen lassen. 



* Man siehe Schlesinger, (J^ber die Integi'ation linearer homogener Differential' 
gleichungen durch Quadraturen (Crelles Journal, Heft 2, Bd. Il6) sowie meine gleioh- 
zeitige Arbeit Vber getoisse durch bestimmte Integrale vermitteUe Bexiéhungen xwischen 
linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten (Acta So c. Scient. Fenn., 
Tom. 2i). 

Aeta mathåmaHea. 22. Imprimé le 16 féTrier 1898. 
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In einem folgenden Aufsatze werde ich zeigen, dass die auf Verwend- 
ung bestimmter Integrale basirte Integrationsmethode ebenfalls auf Systeme 
simultaner linearer Dififerentialgleichungen ttbertragen werden känn. 

Die bestimrnten Integrale können deingemäss nicht nur in der Theorie 
der gewöhnlichen sondern auch in der Theorie der partiellen linearen 
Dififerentialgleichungen, gleichviel ob es sich von einer einzigen Gleichung 
öder von einem Systeme simultaner Gleichungen handelt, den Potenz- 
reihen als Ausdrttcke an die Seite gestelit werden, welche zur Darstellung 
von Lösungen solcher Gleichungen geeignet sind. 



§ I. 

Die LAGRANGE'sche Beziehung 



ttsO itnO 



d ^^^, ... d' .^ , v .,d*-'- 



=^££(-0'i[A(-)^] 
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ist eine nahe liegende Verallgemeinerung der vielfach angewandten Formel 

Auf der rechten Seite dieser Formel sind die einzelnen Glieder voll- 
ständige Ableitungen erster Ordnung. Aus dem Nachfolgenden wird 
sich ergeben, dass die rechte Seite ebenfalls auf eine Form gebracht 
werden känn, deren Glieder vollstftndige Ableitungen wachsender Ord- 
nungszahl sind. Benutzt man zunächst der grösseren Allgemeinheit halber 
DifiFerentiale an Stelle von Ableitungen, so tlberzeugt man sich durch 
den Schluss von n auf n + i von der Giiltigkeit der Formel 

(I) ^rfv = (- o* É (- Ot^) ^[K-^]. 

deren Richtigkeit för k = i und k = 2 leicht bestätigt wird. Nach 
Transposition des ersten Gliedes der rechten Seite wird also die linke 



tJber die lotegration partieller linearer DiffcreotialgleichuDgcD. 21 

Seite gleich einem vollständigen Diflferential erster Ordnung, iiach Trans- 
position der zwei ersten Glieder gleich einein vollständigen Differential 
zweiter Ordnung, u. s. f. 

Nimrat man an, dass sich die in (i) bezeichneten Dififerentiationen 
auf eine einzige unabhangige Variable x beziehen, so ergiebt sich durch 
Division mit doi^ 

<*^^=(-')'t(-)-C)|.[.S^f}- 

Durch zweimalige Anwendung dieser Formel folgt 

= (- T' t (- .rC) ,^ t (- o-C) ,^ [. ^^. f} 

und es ist somit 

Mit Benutzung dieser Formel ergiebt sich die noch allgemeinere 
Beziehung 



't fe-)-— e)(!)^[.^^.(p..4 



welche als eine Erweiterung der LAGUANGE^schen Beziehung auf partielie 
lineare Differentialausdröcke zu betrachten ist. Transponirt man nftmlich 
nach der Unken Seite alle Glieder, wo fi und u beide auf einmal gleich 
der Nnll sind, so känn diese Beziehung folgenderweise geschrieben werden 

(3) ^ r P^Å^^yf^-f £(- 0*"*^.[^«(^,y)i^] 



* Cf. Hj. Holmgren. 8v. Vet.Akad. Hand. Bd. 5. N:o Ii. (Formel 33). 
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wo P und Q gewisse in ^ und ^ bUineare Differential ausdrilcke bezeich- 
nen. Die beiden auf der Unken Seite stehenden Differentialausdrtlcke 
werden bekanntlich adjungirte Ausdrilcke genannt/ 

Die för gewöhnliche adjungirte Differentialausdrtlcke giiltigen Satze 
können auf partielle adjungirte ausgedehnt werden. So gilt auch för 
die letzteren der Reciprocitätssatz, nach welchem, falls ein Differential- 
ausdruck aus mehreren zusammengesetzt ist, sein adjungirter aus den 
adjungirten der (symbolischen) Factoren in umgekehrter Reibenfolge zu- 
sammengesetzt ist. 

In § 3. soll der Reciprocitatssatz wenigstens för einen speciellen, bei 
unseren Untersuchungen wichtigen Fall bewiesen werden. 

Anmerkung. Es verdient besonders hervorgehoben zu werden, dass 
die Formel (i) öberhaupt för jede iterirbare Operation tf göltig ist, 
welche den folgenden formalen Gesetzen gehorcht: 

»{^ + ^) = % + *^, 

Ä Const. = o. 
Aus diesen Gleichungen folgt durch den Schluss von n auf n + 1 : 



v-O ^ ^ 



För solche Operationen å gilt somit auch die LAGRANGE^sche Beziehung. 
Symbole derartiger Operationen sind rf, ^, ajrf, x-r-, sowie das LiE*sche 

Symbol einer infinitesi målen Transformation, wovon x-r- ein specieller 
Fall ist. 

§ 2. 

Bei den weiteren Untersuchungen werden ausschliesslich homogene 
lineare partielle Differentialgleichungen mit in x und y ganzen rationalen 
Coefficienten betrachtet. Es erweist sich dabei als sehr vortheilhaft, wenn 



^ C. f. Parboux, Lejons sur la théorie générak des surfaces. II. Partie, § 357. 
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man, ausser der gewöhnlichen, nach den Ableitungen der abhängigen Ver- 
ftnderlichen geordneten Form, ebenfalls zwei andere, sofort nfther anzu- 
gebende Formen beröcksichtigt, auf die eine solche Gleichung stets ge- 
bracht werden känn. 

Wird eine homogene lineare partielie Diflferentialgleichung mit in x 
und y ganzen rationalen Coefficienten 

(4) ^^^^'^'•/Sä^o 



;t,v,Ä,ir 



aaj*ay* 



nach Potenzen der beiden unabhängigen Variabeln geordnet, so ergeben 
sich als Coefficienten Ausdrttcke der Form 

S^"'^=I^"'(å)*(,7)V=<å.f>. 

also homogene lineare Dififerentialausdrtlcke mit constanten Coefficienten. 
Unsere Diflferentialgleichung känn somit auf die symbolische Form ge- 
bracht werden 



g^y*^-.'3-> = °- 



Dies ist die eine der fraglichen Formen. Soll die Gleichung (4) 
auf die andere der betreffenden Formen gebracht werden, so multiplicirt 
man sie — falls in irgend einem Gliede die Zahl [x kleiner ist als h 
öder die Zahl p kleiner als h — mit den niedrigsten ganzzahligen Po- 
tenzen von X und y, die bewirken, dass [x und p in keinem Gliede 
kleiner sind als resp. h und k. Hierauf känn man auf jedes Glied der 
DifiFerentialgleichung die bekannte Symbolische Formel anwenden: ' 



=^Ä(^Ä-0-(''Ä~*'+'V- 



, d»c> d / d \ I d 

/p" L — rr I rr Ti \ rr 



Werden die einzelnen Glieder weiter nach Potenzen der beiden Symbole 



* Bekanntlich benutzt man die Symbolik 

dy d d d 



( dY d d d 



d^ip 
welche also mit x^-z-^ nioht verwcohselt werden darf. 
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X— uTid y— entwickelt, so känn die Differentialgleichung auf die Form 
gebracht werden: 

Z,e'.^/(-å)'(»'f,)V=°- 

Wird die linke Seite ferner nach Potenzen von x und y geordnet, so 
ergeben sich als Coefficienten Ausdröcke der Form 

I 

und die Differentialgleichung erhält schliesslich die Gestalt 

Die beiden Arten von Ausdrttcken /(— , — W und /^(rr— ,t/ — W» 

\dx ' dyj^ \ dx'^dyj^^ 

die sich besonders in der englischen Litteratur finden, spielen in inanchen 
Beziehungen die Rolle von elementarm Differentialausdriicken. Während 
ein aus zwei öder mehreren (nicht elementaren) Differentialausdrticken 
zusamraengesetztes symbolisches Product sich im Allgemeinen mit der 
Reihenfolge seiner Factoren ändert, so sind die beiden Producte 

von der Reihenfolge ihrer Factoren unabhängig. 

Einige, diese elementaren AusdrQcke betreffende, bei den weiteren 
Untersuchungen erforderliche Formeln sollen hier hervorgehoben werden. 

Beachtet man, dass é^''^"^ = u^^v''^*'"^''^ so folgt leicht: 

(5) ^(å'fy)«"'"'" = ^(«'^)^*"^"- 

Diese Formel lasst sich noch folgenderweise erweitern: 
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In der That ist nach (5): 



(}. ' f,)[*(-' y)^*-'^ - '{k ' vMh-i-y*-'] 



~^(a«' aJ^Ua!' 



9\ 



3y 



}' 



"'"']=K5^'f«)[^("'^)^""']- 



Die Gttltigkeit der Formeln 



(7) 

(8) 






wird dadurch erwiesen, dass man ihre Richtigkeit för Glieder der Form 



bestfttigt. 



«(^å)-(^å)v 



§ 3- 

Die erweiterte LAGRANGE^sche Beziehung gestaltet sich nun besonders 
einfach fur die oben besprochenen elementaren Differentialausdrtlcke. 
Mit Benutzung von (2) erhalten wir 



OT.n 



^+' 



Al/' 



V djsf" dx^ 



m,n 



A"/»!*-»' 



)*"'(-.-.)'" ^ 



a\A-/* 



ay/ 



Diese Formel känn, wenn man zur Abktlrzung 



m,n 



3;t+« 



^r^C„/>V = ^(/> , o) und g^ g^ 



/(/>,«t) = /<"->(/,, ^) 



setzt, folgenderweise geschrieben werden 



(9) 






3;»+« 



Aéia matksmatiea. 22. Imprinié le IG février 1898. 



f''"i-k' -ly 
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Mit Htllfe dieser Formel ergiebt sich die verallgemeinerte La- 
GRANGE'sche Beziehung in der Form 



M ^ ^' h,k /t,v-0 \lZ |_ 



9/*+> 



v dX^'dl/ 



f''«'i-h--iy»''^ 



Hier bezeichnen m und n zwei solche ganze Zahlen, dass keine der Func- 
tionen ff^^{p , 0) in Bezug auf p von höherein als dem m*®° und in Bezug 
auf (T von höherem als dem n^^ Grade ist. 

Transponirt man nun wieder nach der linken Seite alle Glieder, 
wo fi und u beide auf einmal gleich der Null sind, so hat man 



(10) 






wo P und ^ in ^ und <p bilineare Dififerentialausdröcke bezeichnen. 

Auf Grund der am Schlusse des § i. gemachten Anmerkung leuchtct 
ohne wei teres ein, dass auch die folgende Beziehung stattfindet 

(II) i^r^v/^*.(^3^,y~^)F-f^£^.*^^ -y^^y"^ • 

wo P und Q m f^ und ^ bilineare Dififerentialausdröcke sind. 

Der in § 1. erwahnte Reciprocitätssatz soll nunmehr ftlr den Fall 
nachgewiesen werden, dass der betrefFende Differentialausdruck aus ele- 

(9 9 \ 
— , -- j zusammengesetzt ist. Aus (9) folgt, 

wenn wir der Ktlrze halber f an Stelle von f(— , — ) schreiben und den 

\9« / dy/ 

adjungirten von /", also den Ausdruck f( — — , j, allgemein durch 

f bezeichnen: 
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wo P und Q\x\ (p und ([) bilineare Differentialausdröcke bedeuten. Hier er- 
setze man, unter u eine beliebige Function verstehend, ^ durch ugi—j — )^' 

und wende auf das zweit© G Hed links die vorangehende Formel an, 
80 folgt 

wo Pj Q' in ^ und (p bilineare Differentialausdröcke bezeichnen. Hiermit 
ist der Reciprocitätssatz fftr den Fall bewiesen, dass der betreffende DifiFe- 
rentialausdruck aus zwei elementaren zusammengesetzt ist, wenn wir näm- 
lich als allgemeine Definition zweier adjungirten Diflferentialausdrtlcke 
I){(p) und D{(1>) die Beziehung festsetzen 

<pT){9)-9n<!^)='lj + lyQ 

mit der Bedingung, dass P , ^ in ^ und (p bilineare Differentialausdrtlcke 
bedeuten. — Der betrefifende Satz känn hierauf durch das obige Verfahren 
för Differentialausdrilcke, die aus drei öder mehreren elementaren zu- 
sammengesetzt sind, bewiesen werden. Es ist auch nicht schwer zu sehen, 
wie der Satz allgemein zu beweisen ist. För unseren gegenwärtigen 
Zweck genttgt aber schon das oben dargelegte. 



§ 4. 

Nunmehr gehen wir zu den Anwendungen der im Vorhergehenden 
entwickelten Beziehungen (Iber. 

In der Formel (10) sei <p eine Lösung der Dififerentialgleichung 

(12) ^f^{-i^-l-yy'^ = o, 

und man setze ^ == e"'"*"*^. Benutzt man die Formel (5) und integrirt in 
der :r-Ebene längs einer Linie (a;), in der y-Ebene längs einer Linie (y), 
so folgt 
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h,k (x) (y) 



-ffitP + k'^)'""'!' 



(') (y) 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Bedeutet <p{x y y) eine Lösung der Differentialgleichung (12) und sind 
die Integrationswege x und y so gewahlty dass die Bedingung 



ffi 



,V + 3^ÖK^% = o 



(X) (y) 

identisch erfUllt wird, so besitzen wir in 

( 1 3) <^'' (^ , v) = //e"'^'^ <p{x,y) dx dy 

(*) (y) 

eiwe Lösung der Differentialgleichung 

A,* 

In jedem Gliede der obigen Bedingungsgleichung können die Inte- 
grationen wenigstens theilweise ausgeföhrt werden, was natttrlich ein sehr 
wichtiger Unistand ist. Ist die Integration in Bezug auf x zwischen a^ 
und »3, die in Bezug auf y zwischen y9, und p^ erstreckt, so känn die 
genannte Gleichung folgenderweise geschrieben werden: 

fil *h <H fi 



Jdy\P+fdx\ Q = o. 

fil ai «! fil 



Diese Gleichung ist nun sicher erfttllt, falls die beiden Grössen 

o» fij 



\ Pie"^'» , <f>) , f(2(6-'+'%^) 

«1 fil 



identisch verschwinden. 

Durch das bestimmte Integral (13) wird nun die Integration von 
(14) zurttckgeföhrt auf die der Gleichung (12), welche deshalb ex analogia 
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die LAPLACB'sche Transformirte der partiellen Differentialgleichung (14) 
genannt werden känn. 

Werden (12) und (14) mit einander verglichen, so findet man, dags 
die Gradzahl jeder dieser Gleichungen in Bezug auf die unabhängigen 
Verftnderlichen gleich der Ordnungszahl der anderen ist. Sind beispiels- 
weise die Coefficienten von (14) linear, so ist (12) eine Diflferential- 
gleichung erster Ordnung. Ist k in allén Gliedern von (12) gleich der 
Null, d. h. ist (12) eine partielie Differentialgleichung, wo die Variable 
y nicht explicite vorkommt, so ist (14) eine gewöhnliche Differential- 
gleichung mit v als Parameter. Kommt umgekehrt v in (14) nicht ex- 
plicite vor, so ist (12) eine gewöhnliche Differentialgleichung mit y als 
Parameter. 

Zwischen den heiden Gleichungen (12) und (14) existirt aber zugleich 
eine bemerkenswerthe Bedprocität, infolge deren sie sich gegenseitig durch be- 
stimmte Integrale integriren. 

Setzen wir nämlich in der Formel 

= 1.F{'P',0)^Iq'{'P-,0) 



f—ux—vp 



V gleich einem Integral der Differentialgleichung (14) und 0=e 

so folgt durch Integration in der w-Ebene längs einer Linie (w), in der 

t;-Ebene längs einer Linie (v) und mit Benutzung der Formel (6): 

J J h,k 

(tt) (f) 



(«) (r) 






(M) (r) 



30 Hj. Mellin. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Bedeutet ¥{u,v) eine Lösung der Differentialgleichung (14) und sind 
die Integrationswege {u) und {v) so gewählt, dass die Bedingung 



J J \dn ' dv 



^ F ^ - Q')dudv = o 



id^ntisch erfullt wirdj so hesitzen wir in 

(15) <p{^^y) = //^"""'' ^''(w y ^)dudv 

(«) (r) 

eine Lösung der Differentialgleichung (12). 

Der Zusainmenhang zwischen den partiellen Differentialgleichungen 
(12) und (14) wird also durch die beiden Integralformeln (13) und (15) 
vermittelt. 



§ 5. 

In dieseni Paragraphen sollen einige Sätze aus der Formel (11) ab- 
geleitet werden. 

Multiplicirt man die genannte Formel mit x^^y"^ und ersetzt ^ 
durch xy^j so erh&lt man mit Benutzung von (8): 

Nunmehr sei <j) eine Lösung der Differentialgleichung 

(16) £^— ^3^— I . -yly— 'y^'^ == °' 

während ^ eine beliebige Function der Form ;f(w:c,t^y) bedeute. Alsdann 
ergiebt sich durch Integration 
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^J Jdxdy<p{x, y) xYF,, ^a; |^ , y ^);f (wa; , vy) 



*,* (*) (») 



= ^ / / ^^'<f!/'p(^' ' ?/)^*?/*^»*(m ^ , v £)x{»^ . "?/) 



A,* (X) (y) 



(17) = S ^« ( « äl ' ^ i) //^ (^ ' -^^^ ("^ ' *'-^) ^*^ '^^ '^^ 

(*) (y) 

Durch passende Specialisirungen von ^ können hieraus verschiedene 
Sätze abgeleitet werden. Setzt man z. B. xi^ytf) "^ ^^V^ ^^^ benutzt die 
Formel (7), so hat man den Satz: 

Bedeutet ^{x ,y) eine Lösung der Differentialgleichung ( 1 6) und sind 
die Integrationswege {x) und {y) so gewäfUt, dass 



/JVå^+^-'f,<2W^=° 



(*) (y) 



istj so besitzt man in 



(18) *V. ^) = ff<p{x,y)x^fdxdtj 



(*) (y) 



eine Lösung der Differenzen-Gleichung 



(19) XF,,{p,tT)Vr{p + Ä, ^ + A) = o. 

Die Ermittelung von Lösungen der partiellen Differenzen-Gleichung 
(19) wird also durch das Integral (18) zurttckgeftthrt auf die Integration 
der partiellen DifiFerentialgleichung (16). Es giebt bekanntlich auch einen 
analogen, von Laplace herrtihrenden Satz tlber gewöhnliche Differential- 
und Differenzen-Gleichungen. 
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Koramt a in den Coefticienten von (19) nicht explicite vor, so ist 
(16) eine gewöhnliche DifiFerentialgleichung mit y als Parameter. Ist U 
in allén Gliedern von (19) gleich der Null, so ist (16) eine partielle 
Differentialgleichung, welche durch die Substitution y = c'' in eine Gleich- 
ung tlbergeht, wo die neue Variable ly nicht mehr explicite vorkommt. 

In der Formel (17) wollen wir nunmehr jf(a?,t/) = e*"^" annehmen. 
Alsdann ergiebt sich der Satz: 

Bezeichnet ipix^y) eine Lösung der Differentialgleichung ( 1 6) und sind 
die Integrationswege {x) und (y) so gewählty dass 

(*) (y) 

isty SO hesitzt man in 

0(u , v) = ffe''"^''if){x , y)dxdy 

(X) (y) 

eine Lösung der Differentialgleichung 



In unserer Formel (17) wollen wir schliesslich 



annehmen. Alsdann hat man 






Ä,* = ' (X) (y) 



'=jf{'~'h^^+''~'h^y'^y- 



C) (y) 



Hieraus ergiebt sich durch Rechnungen, die ini Wesentlichen mit 
denjenigen ttbereinstiminen, welche im folgenden Paragraphen ausgeftihrt 
werden sollen, der folgende Satz: 
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Bedeutet (pix^y) eine Lösung der Differentialgleichung ( 1 6) und sind 
die Integrationswege {x) und {y) so gewäUtj dass 



//(y"'f.^+^"'ai;^H^ = ° 



(*) (y) 

istj so hesvtzen wir in 



W{u,v) =ff{i —uxY-\i —nyy~^^{x,y)dxdy 



(') (y) 



eine Lösung der Differentialgleichung 



|/"(«Å- v.) |»'-''^-*;5^.[«--"-' Si?'']\ = °- 



§ 6. 

In diesem Paragraphen sollen zweifache Integrale der folgenden Form 
benUtzt werden 

(2o) 0{u , v) =ff{u — xy-' {v — yy^^<p{x , y)dxdy. 

(*) (y) 

Setzen wir in der verallgemeinerten LAGRANGE^schen Beziehung 



m,n / Ä AV fi»i*i 



A,ir-0 ^ ^^ M=0 ^ 



^ gleicli einer Lösung der Dififerentialgleichung 



(^0 r;v/-.(f, . f> = o 



Åcta malh»matioa, '^2. Iniprimé l<- 10 février 1898 
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und ^ gleich dem Ausdrucke {u — xf"^{v — y)'*~*, so folgt durch Integni 
tion längs den Liiiien {x) und (y): 

(22) ^ JJdxdy^{x,y)f,,{-l,-^^[xY{u-xr^v-i,y-^] 



Ä,*-0 (x) (y) 



(') (F) 



P+~Q)dxdy. 



Nun wird sich einerseits ergeben, dass eine einfache Beziehung 
zwischen einem Integral der Form 

'/-;»(« ,v)=^j fdxdyf{x , y)/(_ 1 , - ^)[^Y(« - a^r-' (^ - yr-'] 

(*) (y) 

und dem specielleren Integral 

<r(M, r) = iydxdyf^{x,y)f(-l^,-l^[{u-xr-\v-pr-'] 

ix) (y) 

exvpti^rt. Pa ojffeabar 

<- å ' - a-j K^ - ^)"~' (^ - ^)'"] = <^ ' h) K^ - ^)""' (^ - yy"^ 

ist, so findet man andererseits, dass sich das letzte Integral durch (20) 
folgenderweise ausdrQcken Iftsst 

(23) 7(«'^)=^(^'4)^("'^)- 

Auf solche Weise wird sich schliesslich för 0{u,v) eine homogene li- 
neare Differentialgleichung ergeben, wofern die Integrationswege so gewfthlt 
sind, dass die rechte Seite von (22) identisch verschwindet. 

Die erf orderi ichen Rechnungen sollen jetzt näher ausgeftthrt werden. 

A US der evidenten Formel 

x^(u—xY-' = u^(u-xY-'-(oL- i)(u.-xY-'= (u^-a + i){u — xY-' 
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folgt durch wiedcrholte Differentiation und Anwendung derselben Formel 



^ 3m* 



^*(^-^r' = («|^-«+i)...(t*^-«+A)(«*-a.r'. 



Auf Grund einer bekannten Formel ' känn diese Beziehung folgenderweise 
geschrieben werden: 

(24) 0^ ^. (« - ^r-' = t*"^* [«*-"(« - ^r ']. 

Man hat somit auch 

Den beiden Seiten dieser Formel ftigen wir jetzt den Ausdruck 

f{ , j symbolisch als Factor hinzu und multipliciren nachher 

mit <pixyy), Dann ergiebt sich durch Integration Iftngs den Linien (rr) 
und {y) und mit Benutzung der obigen Bezeichnung: 

Nimmt man nun auf beiden Seiten von (2) die Ableitung 

und benutzt die Formeln (23) und (25), so folgt 

2^ a„— * 3«-* " *' au*av* L ** Uh ' af/ J 






(*) (F) 



„,d> d / d \ / d ,\ 

* Au8 der bekannten Formel ^''t^^^j"!*! ^)"'Vd ^+^)9^ 

folgt, wenn man y durch «"~''y ersetzt und dfie Formel (8) benutzt: 
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Diese Gleichung giebt uns schliesslich den Satz: 

Bedeutet f>{x^y) eine Lösung der Bifferentidlgleichung (21) und sind 
die Integrationswege {x) und (y) so gewåJdt^ dass 



ff{hp+vy^y^''='' 



(^) (v) 



ist, so besiizen unr in 



(26) 



0[u , v) = ff{u — xf-^^v — yY''^^{x , y)dxdy 



(*) (F) 



eine Lösung der Differentialgleichung 



(27) 



m.n 






^tn—h-\-n—k 



'•''^['^'''"f-iii-vH'"- 



Durch diesen Satz wird die Ermittelung von Lösungen der DiflFe- 
rentialgleichung (27) zurtickgeföhrt auf die Integration der Gleichung 
(21). Oberdies lässt sich aber zeigen, dass die Beziehung zwischen den 
beiden Gleichungen eine solche gegenseitige ist, dass auch die Integration 
der ersteren (21) durch Quadraturen auf die der letzteren (27) zuruckfuhr- 
har ist. 

Da offenbar der adjungirte Difierentialausdruck einer Summe gleich 
der Summe von den adjungirten der Summanden ist, so ergiebt sich mit 
Htilfe des am Schlusse des § 3. bewiesenen Reciprocitätssatzes: 



(28) «j/„(_i.,_i) 






tt"-"!;' 



9ti*"-* 9v 



m.n 



= (_ i)«»+«v^^ 



h,k'=Q 



^m — A + 11-* 

97t'"-*9y""'* 



U^^V^ 



9Ä+* 






+ s;^ + a-.^' 



wo P', Q' in und W bilineare Differentialausdrticke bezeichnen. Hier 
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ersetze man uun durch eine Lösung der Differentialgleichung (27) 
sowie ^ durch den Ausdruck 

(29) 9>'={u— xy-""-' {v—yy-^-\ 

Alsdann verschwindet die auf der rechten Seite befindliche Summe, 
während die links auf ^ sich beziehenden Operationen eine sehr ein- 
fache Form annehmen werden. 

Ersetzt man nämlich in der Formel (24) a durch h — a, so folgt 

w*""^Ä [^''{^ — ^Y'""'] = (— 0*«(a —i)"'{aL — h+i)x'{u — x)-""'' . 
Mit Benutzung dieser Formel ergiebt sich, dass ein Ausdruck der Form 



^ ^ au* 91;* L du^"-' ai^'*-* J 

bei der Annahme (29) in den folgenden tibergeht 

(«i)-+»a(a-i)...(a— m+i)/9(/9— i)...(/9-w+i)a;V(w~a;)-«-*(t;— y)-^--^ 

Ersetzt man also in (28) durch eine Lösung der Differentialgleichung 
(27) und ^ durch den Ausdruck (29), so folgt, wenn man die Con- 
stante ( — ^""^■''a. ; . (a — m+ i)y9...(/9 — n + O durch C bezeichnet: 

Integrirt man nun schliesslich in der w-Ebene längs einer Linie (w) 
in der t;-Ebene längs einer Linie {y\ so hat man den Satz: 

Bedeutet 0{u , v) eine Lösung der Differentialgleichung (27) und sind 
die Integrationswege (w) und {v) so gewählt^ dass die Bedingung 



//(Ä ^ +,-.«■)"»"•' =° 



(tt) iv) 
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identisch erfuUt wird, so hesitzen wir in 

(30) ip{yjo ,tj) = fj\^ — J(^y~^ {v — y)-^-^ 0{u , v)dudv 

eine Lösung der Differentialgleichung (21). 

Der Zusammenhang zwischen den Differentialgleichungen (21) und 
(27) wird also durch die beiden Integralformeln (26) und (30) vermittelt. 



§ 7. 

Sehen wir von dem Integral (18) ab, so sind die ttbrigen in der 
vorliegenden Arbeit angewandten Integrale in den allgeraeinen Formen 

(A) ffip{uxyvy)ip{x,y)dxdy und (B) ff(p{u — x,v — y)^{x,y)dxdy 

(*) (y) (jr) (y) 

enthalten, wo wir ^ und ^ als Lösungen von linearen Differentialgleich- 
ungen denken woUen. Die Ausdrttcke 

é"^^ , o;— y-* , (i — a;)--'^(i — y/"' 

— mit denen ^ zu identificiren ist, damit diese Integrale in die von 
uns erörterten ttbergehen — können als Lösungen der einfachsten line- 
aren Differentialgleichungen bezeichnet werden. Zwei allgemeine Fragen 
fcreten hier nun ungezwungen hervor: 

Vorausgesetzt, dass ^ und ^ beide als Lösungen von gegebenen li- 
nearen Differentialgleichung definirt sind, lässt sich dann auch eine li- 
neare Differentialgleichung angeben, die von dem betreffenden Integrale 
(A) öder (B) bei passender Wahl der Integrationswege (x) und {y) be- 
friedigt wird? 

Vorausgesetzt, dass die eine von den Functionen ^ und (p als Lösung 
einer gewissen linearen Differentialgleichung fixirt ist, lässt sich dann die 
andere als Lösung einer solchen Gleichung bestimmen, dass das betreflende 
Integral (A) öder (B) bei passender Wahl der Integrationswege einer vor- 
gelegten linearen Differentialgleichung Genttge leistet? 

Was nun speciell die erstere dieser Fragen betrifft, so lässt sie sich,wenn 
die eine von den Functionen y> , ^ passend beschränkt wird, verhältniss- 
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mässig einfach und tibersichtlich beantworten. Verfasser erlaubt sich 
hier die Hauptergebnisse mitzutheilen, zu denen er in seiner Arbeit Obet' 
gewisse durch bestimmte Integrale vermittelte Beziehungen zwiscJien linearen 
Differentialgleichungen mit rationaien Coefficienfen^ fttr den Fall gekommen 
isty dass ff und ^ gewöhnliche lineare Differentialgleichungen befriedigen. 
Alsdann gelten folgende Sätze: 

Bezeichnen (p und ip Lösungen von den resp. Differentialgleichungen 






und ist der Integrationsweg {x) so gewäMt, dass eine gewisse Bedingungs- 
gleichung erfullt wirdj so befriedigt dos Integral 



y = j ^(^^v^i^)^"" 



X 

(X) 

die DifferentuUgleichung 






i = o, 



+ 



Diese Gleichung ist nun sehr ttbersichtlich aus den Ausdrticken zu- 
sammengesetzt, welche in den Differentialgleichungen der Functionen ^ 
und ^ vorkommen. 

Ein besonders bemerkenswerther specieller Fall tritt ein, wenn n = i 
ist, d. h. wenn nicht nur die Differentialgleichung von ^ sondern auch 
die von ^ eine hypergeometrische ist. 

' Acta Soc. Scient. Fenn.^ Tom. 21. 
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In dem folgenden Satze haben wir zur Abktirzung / und g an Stelle 
von f\-r-\ und gyj-) geschrieben. Ferner bedeutet ^" die symbolische 
w** Poteiiz von g^ während g' die erste Ableitung von g bezeichnet. 

Bezeichnen (f> und (p Lösungen von den resp. Differentidlgleichungen 






und ist der Integrationsweg {x) so gewåUt, dass eine gewisse Bedingungs- 
gleichung erfullt unrdj so befriedigt dos Integral 



y = f([){u — x)ip{x)dx 



(*) 



die Differentialgleichung 



f ff^foV 



o = { 






+ 



+ [^9+ {n— 1)9' — f][^9 + {^— ^)9' — n-'[^9 — f¥ny' 



Ein besonders einfacher und bemerkenswerther Fall tritt auch hier 
ein, wenn n= i ist, d. h. wenn nicht nur die DiflFerentialgleichung von 
^ sondern auch die von ^ eine LAPLACE^sche Gleichung ist. 



Helsingfors, April 1896. 
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Ober die integration simultaner linearer differential- 
gleichungen durch bestimmte integrale 

VON 

HJ. MELLIN 

in HELSINGFORS. 

In diesem Aufsatze wollen wir zeigen, dass die auf Verwendung be- 
stimmter Integrale basirte Integrationsmethode ebenfalls auf Systeme si- 
multaner linearer Dififerentialgleichungen öbertragen werden känn. Der 
Ktlrze halber beschränken wir uns hierbei auf Systeme von zwei ge- 
wöhnlichen linearen Differentialgleichungen zwischen zwei abhängigen 
Veränderlichen. Aus der folgenden Darstellung wird sich aber leicht 
ergeben, dass unsere Sätze ohne wei teres auf beliebige Systeme gewöhn- 
licher linearer homogener Dififerentialgleichungen mit rationalen Coefifi- 
cienten ausgedehnt werden können. An der Hand der vorangehenden 
Arbeit ^ känn man ferner finden, dass ganz analoge Sätze auch von Sy- 
stemen partieller linearer Dififerentialgleichungen gelten mössen. 



In den LAGRANGE'schen Beziehungen 

y=0 ' w—O ^ 

V«aO W = 



* (Jber die Integraiion partieUer linearer Differentialgleichungen durch vielfache Jniegrale, 
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wo f{x^V) ""^ Six^^) ^" X ^"^ 9y ^^^P- ^" >f ^'^^ 4^ bilineare DiflPe- 
rentialausdrttcke bezeichnen, wollen wir ;f = a"' annehmen, während ^ 

und ^ zwei zusammengehörende Lösungen der Diflferentialgleichung 

bedeuten sol len. Beachtet man zugleich die bekänn te Formel 

so folgt aus den obigen Beziehungen durch Addition und Integration 
in der rc-Ebene längs einer Linie (o;): 



m 



^t{u)Je"3i'<pdx + ^g,[a) fCix^fffäx 



y-0 (x) w=0 (X) 



dx 



[^K',f^)+Är(a-%^)]rfa^. 



Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Bilden ^{^x) tmd ^{x) ein System von Lösungen der Differential' 
gleichung (i) und ist der Integrationsweg {x) so gewäUty dass die Bedingung 



/: 



^Afie'",ip)+g{e",4i)]dx = o 



dx 

identisch erfallt wird, so besitzen wir in 

(2) 0{u) = fe'"ip{x)dx, ¥{u) = fe'''il){x)dx 

een System von Lösungen der Differentiaigleichung 

(3) tf^(«)t'^ + t9Mt'^-'>- 

yaO v—O 

Zwischen den beiden Gleichungen (1) und (3) existirt zugleich eine 
solche Reciprocität, dass sie sich gegenseitig durch bestimmte Integrale 
integriren. 
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Uin dies zu zeigen setzen wir in den LAGRANG£'6chen Beziehungen 



m •,.. m 



^i:(-^riÅfÅu)x]-xi:fÅu)^,<p^if'{x,<»i 



v^O v«>0 



*±(-0'^.[^X«);f]-;fS^.(«)£.*^=|;^'(;r.n 



VaaO V"bO 



du' 



wo f'{x 9 ^) ^^d Stix ^ ^) bilineare Differentialausdrtlcke bezeichnen, 
jf = e""', während ^ und (f Lösungen der Differentialgleichung (3) be- 
deuten. Beachtet man zugleich, dass 

SO ergiebt sich aus den obigen Beziehungen dureh Addition und Integra- 
tion in der u-Ebene Iftngs einer Linie (u): 

y-0 ^ ' (u) v-0 ^ ^ («) 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Bilden 0{u) und V{u) ein System van Lösungen der Differential' 
gleichung (3) und ist der Integrationsweg {u) so gewdhlt, dass die Bedingung 






I Ii, t^'(^""' ^) + ^'(^""' ri\du = o 



identisch erfUllt unrd, so hesitzen wir in 

(4) ip{x) = fe-'''0{u)du, ip{x) = Je-"' V'\u)du 

(«) («) 

ein System von Lösungen der Differentialgleichung (i). 
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Der Zusammenhang zwischen den DiflFerentialgleichungen (i) und (3) 
wird also durch die Integral formeln (2) und (4) vermittelt. 

An Stel le einer Gleichung woUen wir jetzt zwei Differentialgleichungen 
zwischen den abhängigen Veränderlichen betrachten. Versteht man unter 

^ix i ^) > ^(X ^ ^) ^ ^\X> ^) ' ^\x> ^) bilineare Differentialausdrticke, welche 
in Röcksicht auf die unten noch hinzukommenden Differentialgleichungen 

genau ebenso zu definiren sind, wie oben f{)(, ^) f 9{Xf^)y ^'ix y ^)y9\Xy ^ 
in Bezug auf die Gleichungen (i) und (3), so hat man ohne weiteres die 
folgenden Sätze: 

Bilden ^{x) und ^{x) ein System von Lösungen der simuUanen Diffe- 
rentialgleichungen 



(5) 



i'-(-é)->+t*.(-s)»'v=°. 



v-0 



I^-(-.4K+I«-(-r>^-° 



und ist der Integration sweg {x) so gewähit^ dass die Bedingungen 



/i['(«"''^) + Ä'(«"»^)]rf^ = o, 



(«) 



/ 



lz{F{e''%9) + 0{e'",fi\dx = o 



dz 



(*) 



erfUllt werden, so besitzen wir in 



0{u) = fe'"p{x)dxy V^{u) = fe''y{x)dx 



(X) 



ein System von Lösungen der simuUanen Differentialgleichungen 



(6) 



£^'(«)£-«^ + Éi^"W:^.*'=°» 



y-0 



y-0 



du" 



y->0 y->0 
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BUdefi umgekehrt 0{u) und ^\u) ein System von Lösungen der si- 
multanen Differentialgleichungen (6) und ist der Integrationsweg (w) so ge- 
wählty dass die Bedingungen 



^J/'(e— , 0) + 5r'(e-', y)]rf« = o, 



/ 

/ ^[r(e-«% 0) + G\e-^% H^')'\du = o 

erfullt werden, so besitzt man in 

ip{x) = fe-"" 0{u)du, <p{x) = /e-" V^{u)du 

ein System von Lösungen der simultanen Differentialgleichungen (5). 

Die beiden Systerne (5) und (6) integriren sich also gegenseitig durch 
Quadraturen. 



§ 2. 
Wir benutzen jetzt LAGRANGE^sche Beziehungen der Form 



m , ^ m 



^ll'^^'{''i)x-xtif^{-'^i-^y9> =r/{X,9>\ 



w»0 vO 



n 



<pil'^9.{^éc)x-xti9'{-='Tx-'y^ = Tjix^<P\ 



i/=aO y = 



wo f{x^9) ^^^ ffix^^) bilineare Differentialausdrticke bezeichnen. 

Wir denken uns ;f als eine beliebige Function der Form X ^^ X (^^)> 

in welchem Falle allgemein n^x")/ (^^) ~ M^ J~m(^^) ^®*' ^^^ wählen 
die Functionen ^ und ^ als Lösungen der Differentialgleichung 

(7) É^'(-^i-0^>+t^'(-'^i-0^'^=°- 



y«=0 »»=0 
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Dann ergiebt sich aus den obigen Beziehungen durch Addition und Inte- 
gration langa einer Linie (x): 

(8) 2 '«(" j^) /;irMa;Yrfa; +^9\»j-) fx{ux)af^dx 



Wfthlt man die Functionen ^ und ^ so, dass sie, ausser der Gleichung 
(7), noch der folgenden genögen 

(9) ii''{-^i-^y'p+ji^{-^i-^y<!'-o, 

SO besteht gleichzeitig mit (8) die Beziehung 

(»o) -^fJu^^ fx{ux)xydx + iiO,{u^\ fx{ux)x'ipdx 



U) y-0 " ' (x) 



[^(;i'»?') + «(;^.i«^)]'^^. 



dx 

(*) 

wo f{x}P) und G{xj^) 5>^ Bezug auf (9) ebenso zu definirende bilineare 
DiflFerentialausdröcke bedeuten, wie f{x^^) und gijc^^) hinsichtlich der 
Gleichung (7). 

Durch passende Specialisirungen von x können aus den simultanen 
Gleichungen (8) und (10) verschtedene Sätze abgeleitet werden. Setzt 
man beispielsweise x{^) = ^ und benutzt die bekannte Formel 

80 hat man den Satz: 

BUden ^{x) und ([>{x) ein System von Lösungen der simultanen Diffe- 
rentialgleichungen 



(lO 






y«0 ' ye«0 

m' , , . n' 
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und ist der Integrationsweg {x) so gewählt, dass die Bedingungen 



Jtx ^f^""'^'^ 9) + 9{^'^'^ fi\^^ = o, 



(') 



\Tx [^K^'' 9) + ^(w''a;^ iP)\dx = o 



(X) 



erfOllt werden^ so besitzen wir in 

0{p) = J^{x)x^dx, W[p) = fil>{x)x^dx 

ein System von Lösungen der simtdtanen Differenzen-Gleichungen 



\ iMp)0{p + v) + igÅpMp + v) = o, 



m 



{p)0{p + v) + r e,{p)i<-{p + v) = o. 



w»»0 v—o 



In den Formeln (8) und (lo) wollen wir zweitens ;f (a?) = e* an- 
nehmen. Alsdann ergiebt sich der Satz: 

Bilden f>{x) und ^{x) ein System von Lösungen der simtdtanen Dtffe- 
renticUgleichungen (ii) und ist der Integrationsweg {x) so gewählt y dass die 
Bedingungen 



f^^[ne",^)+9(e",^)]dx = o, 



(*) 



fTx[.^{e'',^) + e{e'",^)]dx = o 



erftUlt werden, so besitzen wir in 



0{u) = fe''y{x)dx, V^Xu) = fe'"<p{x)dx 
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m System von Lösungen der simuUanen Differentialgleichungen 



e m 



d\ d' 



%A''iuji*^+ll9>{^r^ 



y»0 



m 



y-O 



du' 



W=o, 



L. '^^ y du) du'^^ L. ""^ y^ du) du^ 

ycO ^ ' y— O ^ ' 



In den Formeln (8) und (lo) wollen wir schliesslich ]({x) = {i — xY~^ 
annehmen. Durch Rechnungen, die im Wesentlichen mit denjenigen ttber- 
einstimmen, welche im folgenden Paragraphen näher ausgefuhrt werden, 
ergiebt sich alsdann der folgende Satz, wo p die kleinste, die beiden Be- 
dingungen jp >. w , jp > n erföllende ganze Zahl bezeichnet, während q 
dieselbe Bedeutung hinsichtlich der Zahlen m' und n' hat: 

Bilden f>{x) und (f>{x) ein System von Lösungen der simuUanen Diffe- 
rentialgleichungen (ii) und ist der Integrationsweg (x) so gewählt, dass die 
Bedingungen 

d 



J dx 



[^((l —uxr-\ ip) +5r((i - uxr-\ <p)]dx = o, 



{X) 






d 



^ [F{{ I — uxf-' , ^) + fi (( I _ uxf-' , ip)\ dx==o 



erfälU toerden, so hesitzen wir in 

<p{u) = y*(i —uxY-^^{x)dx, VXu) = /(i —ux)''-'<p{x)dx 
(«) (*) 

ein System von Lösungen der simultanen Differentialgleichungen 



\t '■{"!-:} 



U 



y-O 



y — O 



dP-"" 
duP-' 



U 



p-a 



du' 



V^'=o, 



I ycO ^ ' 



d 



du' 



y=.0 ^ 



dur-' 



d 



du^ 
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§ 3. 

In den LAGRANGE^schen Beziehungen 



m , , . m 



xil ^f{T^9 - ^ £ f{- t-^^^X = T.n?^ X\ 



y—0 ' y—0 



xll'''S'{i)<f'-<f'ils>{-r^^x = rx9{</'^x)^ 



v=0 * ' w=0 



wo f{^yx) ^"^ ffi^^x) t>il5i^Gare Diflferentialausdröcke bezeichnen, wollen 
wir X = {u — xY~^ annehmen, wfthrend f> und ^ ein System von Lösungen 
der Diflferentialgleichung 

(-) É^'.(s)«'+i^»-(r>-° 



y=0 y—0 



bilden. Aus den obigen Beziehungen folgt dann durch Addition und 
Integration 



m 



(.3) ^y*rf:rK(-;ä)[^'(«-a:)'-] +^y*rfa:^iy.(-^)[=r'(M-trr->] 



v-0 (x) v = (jr) 



(ar) 

Fögt man den beiden Seiten der in § 6. der vorangeTienden Arbeit 
abgeleiteten Formel 
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den Ausdruck f( — -7-) symbolisch als Factor hinzu und multiplicirt 
nachher mit f>{x), so ergiebt sich durch Integration 

(ar) (X) 



u) 

(X) 



Nimmt man nun auf beiden Seiten von (13) die p^ Ableitung — 
unter p die kleinste, die beiden Bedingung j9> m, jp >^n erftlUende ganze 
Zahl verstehend — so erhält man mit Benutzung der letzten Formel 






V-O * ' (X) 



(ar) 

Hieraus ergiebt sich schliesslich der Satz: 

Bilden ^[x) und ip{x) ein System von Lösungen der Differential- 
ffleichung (12) und ist der Integrationsweg {x) so gewählt^ dass 



j dz 

(*) 



i- [% , {u — xr-') + g{ip , {u — xr-')\dx = o 



isty so hesitzen mr in 

0{u) = f{u — xY-'^{x)dx, W{u) = f{u~xY-'ip{x)dx 

(*) (T) 

ein System von Lösungen der Differentialghichung 



m ,_ .. ,.. , , . n 



(■5) i£i«-.^.«-'.(ä*+r^»-s«-..a>-=°- 



v=»0 ' v = 



tJher dio Integration simultaner linearer Differcntialgleichungen. 51 

Wir werden zeigen, dass auch uingekehrt die Integration von (12) 
durch Quadraturen auf die der Gleichung (15) zurUckfohrbar ist. 

Da der adjungirte Differentialausdruck einer Sumuie gleich ist der 
Sumine von den adjungirten der Summanden, so ergeben sich, wenn man 
auch den Keciprocitätssatz benutzt, die Beziehungen 

^ ^ Ä-j "V duj du^ duP-""^ ^ du ^ ^ ^'' 



y = * 

= (- ■)""-ry.(-r.)«-£.»- ^.x + tJ(*-,x\ 

wo f\(^^x) ^"^ 9'{^yX) bilineare Differentialausdrttcke bezeichnen. Wir 
wählen nun (P und ^^ als Lösungen der DifFerentialgleichung (15) und 
ersetzcn x durch den Ausdruck 

(16) j^ = {u - xY-'^-\ 

Alsdann verschwindet die linke Seite der durch Addition der obigen Be- 
ziehungen entstehenden Gleichung, während die unter den Sumraations- 
zeichen auf ;f sich beziehenden Operationen eine sehr einfache Form an- 
nehmen werden. 

Ersetzt man nämlich in der Formel (14) a durch v — a, so folgt 



^'""^i^^i^-^y""'] = (— ir«(«— O- ••(«— ^ + i)x'{u-x) 



-a—\ 



Mit Benutzung dieser Formel ergiebt sich leicht, dass ein Ausdruck der 
Form 






du'' duP 

bei der Annahme (16) in den folgenden ttbergeht 

( — iYoL{a — I )...(« — p+ i)x''{u — x) 



-a—\ 
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Wählt man also in den obigen Laguange schen Beziehungen (P und 
(P' als Lösungen der Differentialgleichung (15) und ersetzt ;f durch den 
Ausdruck (16), so folgt durch Addition 



v-bO ' v=0 



m 



= Gil^^^f,[^^{u-x)—^ + C'r£a.V.(|,)(«-^)-''-' 



y=0 ^ v«0 



wo zur Abkörzung a (a — i)...(a — p+ i) = (7 gesetzt wurde. 

Integrirt man nun schliesslich in der tf-Ebene längs einer passenden 
Linie {u\ so hat man den Satz: 

Bilden 0{u) und W{u) ein System von Lösungen der Differential- 
gleichung (15) und ist der Integrationsweg so gewåUtj dass 



J ^'' 



^ [f\ ^Au — xf-''-') + g'{ ^, (u — xY-""-')] rfw == o 



ist, so besitzen unr in 

^{x)^ f{u — xy"^0{u)du, ip{x) = f{u — x)-'"-^r{u)du 
(«) («) 

ein System von Lösungen der Differentialgleichung (12). 

An Stelle einer Gleichung betrachten wir jetzt zivei DifFerential- 
gleichungen zwischen den abhSlngigen Verftnderlichen und verstehen unter 

^{9^X) ' ^i^fX) ' ^\^iX) ' ^\^^^X) bilineare DifFerentialausdrQcke, welche 
in Bezug auf die unten hinzu kommenden DiflFerentialgleichungen ebenso 

zu definiren sind, wie oben f{^jX)ySi^^X)y^'{^^X)fff'{^^x) hinsichtlich 
der Gleichungen (12) und (15). Wie oben bezeichnet p die kleinste, die 
beiden Bedingungen jP>^w, p>^n erföUende ganze Zahl, während q die- 
selbe Bedeutung hinsichtlich der Zahlen w' und n' hat. Aus dem Vor- 
angehenden ergeben sich dann ohne weiteres die nachstehenden S&tze: 



tFber die lotegration simiiltancr linearcr Differentialgleiohungen. 
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Bilden ^{x) und (f^{x) ein System von Lösungen der simuUanen Biffe- 
rentialgleichungen 



in) 



v-0 vs-0 



und ist der Integrationsweg so gewählt, dass die Bedingungen 



J dx 



[f{ip , (w — re)-') +g{,p,{u — xr-')]dx = o, 



(*) 



/ 



d_ 
dx 



[F{^ , (u — xr ') + e{ip , (u — xr-')]dx ^ o 



(*) 



erfullt werden, so besitzen wir in 



0{u) = f{u — xY-'p{x)dx, V%u) = f{u — xY'-'ip{x)dx 

(*) (x) 

ein System von Lösungen der simtUtanen Differentialgleiohungen 



(18) 



y=0 v=0 



m 



v = 






ciii^- 



^^^-/rr?L + y 



d^-" 

<i«^-' 



»•|^.»-Mf>'-° 



Bilden umgekehrt 0{u) und 9^{u) ein System von Lösungen der si- 
multanen Differentialgleiohungen (18) und ist der Integrationsweg (w) 50 
gewählt, dass die Bedingungen 



f- 



T- {f{0, (M — x)"- -') + ^'(^'. (« — 3;r''-')]rfM = o, 



(«) 



/ 



(«) 



^ 



T-[^'(<^, (w — a?)^""" *) + fi'(V'', (M — ^^-^ ')]rfw = o 



du 
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er fullt werden, so hesitzen wir in 

• ip[x) = f{u — xy-' (P{u)du, <ff{x) = f{u — x)-''-' r{u)du 

(M) («) 

ein System von Lösungen der simultanen DifferentidlgleicJmngen (17). 
Helsingfors, Mai 1896. 
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THÉORÉME SUR LES SERIES ENTIÉRES 

PAR 

JACQUES HADAMARD 

& BORDEAUX. 



1. Soient deux series de Maclaurin 

(i) f{z) = % + rtj^r + . . . + a„,z'^ -f . . . 

(2) <fif) = h '^Ki + ... + ft.r + . ., 

convergentes dans. des cercles ayant pour centre l\>rigine et pour rayons 
respectifs ä et Z. 
La serie 

(3) <p{oo) = aX + «,^^ + . . . + oj)^^"^ + . . . 

dont chaque coefficient est egal au produit des coefticients correspondants 
des series (i) et (2), a son rayon de convergence au moins egal a kl. 
Nous allons démontrer, plus généralement, que la fonction (p{oc) na (et 
cela dans taut le plan) d*(iutres points singuliers que ceux que Tern obtient 
en tnultiplianf les affixes des différetits points singuliers de f{z) par celles 
des différents points singtdiers de ^{t). 

2. Uue expression analytique bien connue de <p{x) est la suivante 

(4) 4,{x)=^Jf{zé'),p{te-'yid, 

O 

z ^t t étant deux nombres fixes quelconques de modules respectivement 
inférieurs a A: et / et satisfaisant a la relation 

(5) 2t = ^. 
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A rintégrale (4), nous allons en substituer une autre donnant aussi la 
valeur de (p{x) et comprenant la premiére comme cas particulier. 

Pour cela, x ayant une valeur déterminée quelconque, nous ferons 
encore correspondre a chaque valeur de z une valeur de t par Téqua- 
tion (5); ma is, au lieu de laisser z fixe, nous supposerons qu'il tourne 
autour de Torigine en décrivant un certain contour C; alors, le point 
correspondant t tournera également autour de Torigine, inais en sens in- 
verse, en décrivant le contour F qui correspond a C; on aura d^ailleurs 
évideniment 

f^\ dz . dt 

(6) 7 + 7 = °- 

De plus, a une valeur de z extérieure ä C, correspond une valeur de t 
intérieure a -T, et inverseinent. 

Nous supposerons: 

I® que la fonction f[z) est holomorphe a Tintérieur du contour C 
et sur ce contour; 

2® que la fonction ^{t) est holomorphe a Tintérieur du contour F 
et sur ce contour. 

3. Cela pose, formons Tintégrale 

(7) /=/«-).© 7 

prise le long du contour C, dans le sens direct, laquelle équivaut, en 
vertu de la relation (6), a Tintégrale 



jf^)^< 



prise (dans le sens direct) le long de I\ puisquc le sens direct sur Tun 
des contours correspond au sens rétrograde sur Tautre. 

Vintégrale I ne dépend pas du chaix du contour 6\ tant que celui-ci 
vérifie les deux conditions spécifiées tout a Fheure: autrement dit, si 
Ton remplace le contour G par un contour C satisfaisant aux mémes 
conditions, Tintégrale n'est pas changée. Cela résulte immédiatement de 

ce que la fonction -f{z)y[-) ^st holomorphe entré C et C\ 
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D'ailleur8 I est, pour un choix déterminé du contour C, une fonction 
holomorphe de x. 

Donc / est une fonction holomorphe de x tant que cette quantité et 
les contours C , JT varient de maniére que les conditions du n® précédent 
ne cessent pas d'étre vérifiées. 

Si enfin le module de x est inférieur k kl ^ on peut supposer les 
contours C , F respectivement intérieurs aux cercles de convergence des 
series (i), (2) et, par conséquent, utiliser les développements de f et de 
f>: il vient alors immédiatement 

J= 2in(p{x). 

En un mot, Vintégräle —r- foumit la continuation analytique de la 
serie (3). 

4. Il reste a examiner pour quelles valeurs de x nous pourrons 
construire les contours C, F possédant les propriétés demandées. 

Soient 8 , I deux aires comprenant Torigine, que nous supposerons, 
pour fixer les idées, simplement connexes et dans lesquelles les fonctions 
/■, jp sont respectivement holomorphes. Donnons-nous encore, pour un 
instant, la valeur de a;: le lieu des points j?, tels que les points t corres- 
pondants soient situés sur le contour de I^ est une certaine courbe ferraée 
c, et un point t sera a Tintérieur ou a Textérieur de I, suivant qu'il 
correspond a un point z extérieur ou intérieur a c,. 

Toutes les courbes c^ correspondant aux diverses valeurs de x seront 
d'ailleurs semblables entré elles. 

Nous appellerons produit des aires -S' et ^, et nous désignerons par 
la notation SI, Taire lieu des points x tels que la courbe c^ soit com- 
priae tout entiére a Tintérieur de S: aire qui est limitée par la courbe 
lieu des points x tels, que c^ touche intérieurement le contour de S. 

5. Ce produit ne dépend pas de Tordre des facteurs; car la de- 
finition précédente peut évidemment se remplacer par celle-ci: 

L'aire SI est formée par les points dont les affixes ne peuvent pas 
étre obtenues en multipliant Vaffixe d'un point extérieur å S par cdle d'un 
point extérieur å I. 

AbU^ malthmnaHca. 22. Imprimé le 2 man 1898. 8 



58 Jacques Hadamard. 

6. A quelle condition cette aire SS sera-t-elle connexe? Considérons 
toutes les courbes c^ qui passent par un point déterminé a, et suppoaons 
qu'il existe un are aa^ intérieur ä toutes ees eourbes (ou pouvant avoir 
des points communs avec quelques unes d'entre elles) et partant du point 
a pour aboutir a un point a^ plus rapproché de Torigine que le premier. 

Alors, si Ton pose x^ =— a?, on voit que la courT3e c^^ sera intérieure 

a c^y quel que soit x; et méme on pourra aller de x k x^ par un are 
(a savoir Vare semblable ä aaj tel que, pour tout point y de cet are, 
la courbe c^ soit intérieur ä c^. 

Si donc le point x est intérieur a Taire SI^ il en est de méme de . 
tous les point5 de Tarc xx^j et aussi de Tarc x^x^ joignant le point x^ 

au point d'affixe x^ = -?^ a;^ ; et ainsi de suite. En un mot, on peut, sans 

sortir de Taire SI, passer de tout point x intérieur a cette aire a des 
points infiniment voisins de Torigine. 

Donc Taire SS est connexe. 

Il est clair, d'ailleurs, qu'on obtiendra une autre condition égale- 
ment suffisante, mais non nécessaire, en substituant, dans ce que nous 
venons de dire, Taire S a Taire S et inversement. 

7. L'aire SS est celle dans laquelle nous pourrona faire varier x 
sans que la definition et les propriétés fondamentalea de Tintégrale I 
cessent de subsister. 

Si, en effet, x est intérieur a cette aire SS, on pourra prendre pour 
le contour C Tun quelconque de ceux qui contiennent c^ ä leur intérieur, 
tout en étant eux mémes intérieurs a S. 

Au contraire, si x est extérieur a Taire SS, le contour de S cor- 
respond a une courbe c^ qui sort de Taire S et il en sera, a fortiori, 
de méme de tout contour F intérieur a S, 

8. Soient décrits, avec Torigine comme centre, un cercle de rayon 
K> k dans le plan de la variable z, un cercle de rayon L > I dans le 
plan de la variable /. Supposons que, dans ces cercles, les fonctions 
f{z) , ^{t) aient cliacune un certain nombre de points singuliers que 
nous supposerons isolés, pour simplifier: soient 

(^fi (;4=l,2,...,w) 
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les points singuliers de f{z)y 

6y Cv-1,3 p) 

ceux de f{t). Nous joindrons les premiers a la circonférence de rayon if, 
les seconds a la circonférence de rayon L, par des rayons ou, plus géné- 
ralement, par des spirales logarithmiques toutes semblables entré elles et 
ayant Torigine comme pöle. 

Nous pourrons prendre, pour les aires S et 2', celles qu'on obtient 
en pratiquant, suivant ces spirales, des sections dans les deux cercles 
précédents. L'aire SS sera alors cello qu'on déduira d*un cercle C ayant 
pour rayon la plus petite des quantités kL et IKj en y pratiquant des 
sections suivant des spirales logarithmiques semblables aux précédentes 
et partant des points 

Donc la fonction ip est holomorphe a l'intérieur de Taire ainsi dé- 
finie; comme, d'ailleurs, la forme des spirales logarithmiques employées 
est arbitraire, les seuls points singuliers de (p{x), å Vintérieur du cercle C, 
sont les points c^^. Cest le resultat méme que nous avions en vue. 

9. Ce resultat peut étre considéré comme généralisant, a un certain 
point de vue, celui qui figure dans ma thése * et qui se rapporte aux 
points singuliers de la serie 

(8) SC^a^x" 

ou 

c^=jv{t)rdt. 

o 

Il présente, comme ce dernier, cette particularité d'étre valable dans 
toute Tétendue du plan, tant en dehors qu'a Tintérieur du cercle de 
convergence: en un mot, de fournir une propriété du prolongement ana- 
lytique d'une fonction donnée par son développement en serie de puis- 
sances. 



^ JoarDaT de M. Jordan, 4® serie, tome 8; 1892; o®* 35 — 37. 
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On doit toutefois observer qu'il lui manque, pour servir ä la con- 
naissance de ce prolongement analytique, un autre caractére important: 
ce caractére est Tinvariance vis a vis de la transformation par laquelle 
on passé du développement de f{x) k celui de f{x + A) {h étant une 
constante quelconque). 

Les difficultés que Ton rencontre dans Tétude des fonctions d'aprés 
leur développement taylorien tiennent, en eiFet, a la complication des for- 
mules qui lient entré eux les coefficients de ces deux développements (sup- 
posés ordonnés suivant les puissances de x); et Tun des problémes dont 
la solution serait le plus essentielle pour cette étude est la recherche de 
fonctions des coefficients invariantes, non seulement vis ä vis de la trans- 
formation que ces formules définissent (ce qui ne présenterait aucune 
difficulté, au moins pour les petites valeurs de Ä, et serait, d'autre part, 
sans utilité), mais encore par cette transformation, combinée avec Taddi- 
tion d'un polynome quelconque ä f{x). 

Malheureusement nous ne connaissons guére, dans cet ordre d'idées, 
qu'un seul exemple d'invariance ou plutöt de covariance: c'est celui des 
dérivées de f{x) et, plus généraleraent, ainsi que je Tai remarqué,^ du 
symbole 

irj{x)=f{x-zYf{z)dz. 

o 

Quoiqu'il en soit, on serait tres probablement conduit a des applications 
intéressantes par Texamen des cas ou la serie ^{x) aurait un rayon de 
convergence supérieur au produit des rayons de convergence primitifs k 
et Z: ce qui pourra se produire lorsque la quantité \yjä^\ ne tendra pas 

réguliérement vers 7. 

10. En terminant, signalons quelques formules analogues a la for- 
mule (4) et relatives aux series de la forme a^e"^"*. 
Soient 

(9) F{u) = Ta^e-'- 



(10) 0{v) = -Eb^e-' 



^ loo cit., D^ 3 1) DOte. 



Théoréme sur les series entiéres. 61 

deux telles series, absolument convergentes pour certaines valeurs de B{u) ^ 
et de R(v). Considérons la quantité 

(i i) —t fF{u + wi)0{v — m)dw. 

Comme on a 

F(m + m)0{v — toi) 
= 2:.a„é«.e-<*-+^->[co8 {K — K)w + i sin {X^ — XJ)wl 



VMf ••• 



le développeraent de Texpression (ii) comprendra deux parties: Tune 
(celle qui correspond a m = m') sera égale a (P*(w + v), oii Ton a pose 

(12) <r(u)=ra^6«^-^-. 

fil 

Quant aux termes restants, qui sont de la forme 

ils constituent un ensemble qui tend vers zéro pour Ä infini ; car chacun 
d'eux tend vers zéro et, d'autre part, la serie qu'ils förment est unifor- 
mément convergente quel que soit A^ puisque ses termes sont plus petits 
en valeur absolue que ceux de la serie 



fn* M 



laquelle est absolument convergente, d^aprés les hypothéses faites sur 
F et 0. 

Si done nous appelons valeur mayenne de f{w) Texpression 



•fil 



""" Jä /A«')<*«'. 



' R{u) désigne la partie reelle de ii. 
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il viendra 



Val. moy. {F(u + wi)0(v — wi)) = 9^{u + v), 



On 



. • 



aura ainsi 



Val. moy. [C{u + wi)C{v — wi)] = ^{u + v), 



C étant la fonction de Rieinann; et, plus généralement, le syinbole D 
representant une différentiation, 

Val. moy. [B^C[u + wi)ll^{:{v — wi)] = I>'^':{u + v). 



Les fonctions 



C(«)(i - 2>-«) = !(- ir«i- et i^^=n-^ 

^^ ' I H 

ont des développements identiques a celui de Ci aux signes des termes 
prés. On aura done 

Val. moy. [C(w + m)(i — 2^-'''''') C{v — w%){\ — 2^--'+'^*)] 

- Val mov i^^!^^^ Z[2{v- wi)]\ _ . 

- val. moy. \^ ^^^ ^ ^.^ ^^^ _ ti;^ j "" ^^"^ + "^^^ 

m 

et autres formules analogues. 

En particulier, pour u réel, il vient 

Val. moy. \C{u + M;t)|* = C(2«*), 
Val. moy. \D^C{u + m;/)!' = -D^^CCst*), 
Val. moy. |C(w + wi){i — 2^-*'-^>)P = (r(2M), 

C[2(n+m)] 



(14) Val. moy. 



C{u + wi) 



C{2U). 



Il est intéressant de remarquer que le second membre de cette 
derniére formule reste fini, pour u compris entré - et i ; et on peut se 
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demander si la formule ne subsisterait pas pour ces valeurs de w; ce 
qui exigerait, bien entendu, la réalité de racines de Téquation ^ 

(15) cQ + m) = o. 

Genon, 18 aoAt 1897. 



^ Il est probablo quil no faudrait pas cherohcr k démontrcr la réalité des racines 
de TéquatioD (15) par des considérations de cette cspéce, non plus que par toute autre 
voie reposant sur la décom position de ^(u) en produit. Cette décompositioD ne permet, 

en eifet^ d'utiliser que les propriétés suivantes de la fonction C'* 

. I 

1® C(^) (pour 7?(w) > l) est le produit de facteurs de la forme 3-, oÄ 

I — p " 

les Dombres p sont positifs et croissent indéfiniment; 

2® C(^*) C8*^ uoiforme dans tout le plan et egal au quotient, par n ^ /Y - | 



d^nne fonction cntiére de genre zöro par rapport k 



(..-i)-. 



Or rien ne portc k croire quil nczisto pas une infinité de fouctions satisfaisant auz 

conditions précédentes, sans avoir Icurs zéros situés sur la droito R(u) = - * 

Bien entendu. il se peut que les racines de Téquation (15) soit reelles sans que 
la formule (14) soit vraie et sans méroe que son premier membre ait un sena. 



65 



SUR LES SERIES DE TAYLOR QUI ONT UNE INFINITÉ 

DE POINTS SINGULIERS 



PAB 

E. FABRY 

i MONTPELLIER. 



I. Une serie, ordonnée suivant les puissances entiéres de la vuriable, 
définit une fonction analytique; b\\ existe sur la circonférence de con- 
vergence des points non singuliers, la fonction est définie pour des points 
extérieurs au cercle de convergence par de nou velies series déduites de 
la premiére. Mais il y a des cas oii ce prolongement analytique est 
impossible, c'est ä dire ou tous les points de la circonférence de con- 
vergence sont singuliers. M. Frbdholm en a indiqué un exemple (C. R. 
24 mars 1890). M. Hadamard a montré (Journal de Liouville, 4**"® 
serie, t. 8) que la circonférence de convergence est une coupure pour 
la serie la^z""", ou c^ représente une suite de nombres entiers tels que 

-^^ ^ reste supérieur ä une quantité k fixe. M. Borel a montré 

(C. R. 5 octobre 1896) que cela a lieu dans le cas plus general ou 
^v+i — c^>kyj7^. Enfin j'ai démontré (Annales de TEcole normale, 
octobre 1896), qu'il en est de méme toutes les fois que c^^^ — c^ aug- 
mente indéfiniment, et méme dans des cas plus généraux ou la serie 
peut étre compléte. 

M. Borel (C. R. 14 décembre 1896) considére comme les plus gé- 
nérales les series dont les coefficients sont choisis arbitrairement, et in- 
dépendemment les uns des autres, et démontré que dans ce cas le pro- 
longement analytique est impoasible. J'ai donné (C. R. 18 janvier 1897) 

Äeta fnath$matica. 22. Imprimé le 2 mars 1898. 9 
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une nouvelle demonstration de ce théoréme, en partant de considérations 
plus simples, qui permettent de presenter le resultat sous une forme 
plus générale. Cest cette demonstration qui sera développée dans la 
premiére partie de ce mémoire. Je donnerai ensuite, sous une forme 
nouvelle et plus générale, quelques-uns des théorémes que ]'ai déja 
signalés (Annales de TEcole normale), et jen déduirai des series 
particulieres ayant pour coupure une portion déterminée de la circon- 
férence de convergence. 

Pour étudier la nature d'un point de la circonférence de convergence, 
on peut, par un changement de variable, ramener le rayon de convergence 
ä Tunité, et le point considéré a colncider avec z = i. 

2. Soit 

une serie dont le cercle de convergence a pour rayon i, c'est a dire telle 
que la limite supérieure, pour n = oo, de ^|a„| soit égale a i; celle de 

-L|a„| est alors o. e étant une quantité positive aussi petite que Ton 

voudra, on peut trouver des valeurs de n supérieures a tout nombre 
donné, telles que |a„|>(i — e)", et il existe un nombre tel que pour 
toute valeur de n supérieure on ait: 

Soit t une quantité reelle comprise entré o et i : 



00 



In 



fi') = £ -rf (^ - O" 



— ^/i "T ^n + 1 ^ I T • • • "T ^n+p ^ ; ;; r; |- . . . . 



n « . »-^i I . - - - . n^p' I .2 ...p 

Si la limite supérieure de y —, — - , pour n = co, est ^ , cette nou- 
velle serie aura pour rayon de convergence i — ty et z= i sera un 
point singulier de f{z). 



Sur les series de Taylor qui ont une infiDité de poiots singulicrs. 
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Pour calculer Fordre de grandeur des coefificients, remarquons quc 

l'expres8ion 

/c\« I -- 
1 . 2 ...ni- ) --=e " 

augmente avec n si k >^ — , et diminue si & = o; car les logarithmes de 
deux terrnes consécutifs ont pour dififérence: 



■+(—i)^('-r.) + 



cc 



Ä: — 



n{n — I) 



I/. 3 



V — I 
2y(v + O 



u* 



expression 
déduit: 



qui reste negative si ft = o, et positive si A >^ — . On en 



©v» 



> n, > 



;:)',/^e-^- > 0)V^ ' 



et 



./ n + p / n+p y / n+l) A^^ h + i^) ^p ^ ./ n + p / n + p '- /n±PÅ\ 
j np \ n / \ p /. Inl^ V np \ 7i I \ p / 



D'autre part \(in-hp\ < (^ + ^Y'^^j ^ étant aussi petit que Ton voudra, 
pourvu que n soit assez grand. Il en résulte que, dans -i — , il est 



inutile de tenir compte des termes qui suivent a„+p, p étant compris 

- I. En effet: 



t+Å . t+X 
entré n . et n 



I — < 



I — ^ 



00 



S "«+'^' 



|(»jfu) 



n w 



»/=P 



<c+'r'v/=^(^)"(^^'y 



y.[i+{'+t)tm±-^ + (,+t)'t 



(n + j? + l)(n + J> + 2) 
(p + l)(p + 2) 



+ ...]. 



Dans cette suite, le rapport de deux termes consécutifs est 



(. + ^)'"-^:-£(' + ^)''^^-< c + ^)rH< 



^ la théorie des intégrales EulérieDnes doDne pour In une valeur plus approchée, 
qui est ici inutile. 
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si e est choisi assez petit, t et X restant fixcs. Alors 



n 



|(ri + v) 



^ nv I — t ^ ' n 

+ ^i -t L\ I — (i +e) 7-7-7) 



expression qui dififére aussi peu que Ton voudra de 






I -^ * I — ^ 



étant une quantité positive qui augmente avec A. Soit ^ compris 
entré o et 0, s\ n est assez grand, on aura 

'^--' ^ n h; \l — t / 

De méme si p est compris entré n et n -+ i, (A < f), dans la 

w + I |(**"I"P) w + v 

somme a, + a^^^t h • • • + ^n+j>^^^=7=> i reste plus grand 

que I, et le module de cette somme est plus petit que 



il en résulte: 



n 



12 "»+'^' 



vcO 



\ (n + v) 



n > 



n ^ ^ n \ • / 



n n p 



qui a la ménie limite que 



L^- + ^Li.-X)-'^,L{,-i)< 



I —t ' I— t 



i-!- + i^^(. +-l)-^^i('+0 



I — ^ ' I —t 
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car la dififérence de ces deux expressions diminue, si A augmente entre 
o et ^ 



Donc si, dans , on ne conserve que les termes tels que p reste 

compris entre n et n , la somme des termes supprimés a un 

module plus petit que 2( _ j . Si la racine n**°** a pour limite su- 

périeure 7, apres la suppression de ces termes, il existera une suite 

I t 

illimitée de valeurs de n telles que 



r(0 



n 



>(S)T--<f^)'j 



et V/ ^^— ^ ö. aussi pour limite supérieure . 

D'autre part, si - tend vers , 1 tend vers i , 

n \ In I p / 

reste compris entre les deux quantités 

n p n 2n np 



et 



et 



2' ^* 2a np 2n 



n 



qui ont la méme limite L -. 

\ I — < 

Mettons en facteur ce coefficient 



\n I p 



t^j et posons n + p = m 



<pM) = «. + «.^i'^-q-r + ... + ^-^-^ (p + i)...(p + v) 

, ^ ' ^ I in ^ ;>(p— I).. .(y — W + I) 

"T "m— 1 i ~ I • • • "T "m-v 77 



^ m 



<" m(m — i) ... (m — v + i) 
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V 



ou p augmente indéfiniment avec m, de fa9on que — tende vers f, et 
u >^Åm, o < Å < t < i. On a 

__ \n\p ^ ^ ' 



(J) comprenant les termes a„+^ oii v>p{i +A — ], et ceux oii v<p( i— A— j, 

qui sont ceux que nous avons suppriraés. Si y\fj(t)\ a pour limite 
supérieure i, pour m = oo, on aura, pour une suite de valeurs de n: 



r{t) 



n 



>(.-e)-(i^)--K^:)" 



£ tendant vers o, et y rx~^ ^"^^ pour limite supérieure -. 

En posant z = fe**, t = i correspond k z = e"^, et Ton est conduit 
au théoréme suivant: 
Soit 






oii v prend toutes les valeurs entiéres comprises entré — Xm et +Aw, 

;2f = fe«*, -?- tendant vers i, et o<A<f<i. Si yj\f>m(^)\ ^ pour limite 

supérieure i, pour m = cx), ^ = e"** est un point singulier de /'(^). 

t peut ici varier avec m, pourvu qu'il reste compris entré deux 

limites comprises entré o et ^9 —, tendant vers i. 



3. Laissant t fixe, donnons a cd les valeurs a + 



2k7r V^ (a+— V 

est egal a ne""^ si p est un multiple de n, et nul pour les autres valeurs 
entiéres de v . Si n > Am , on a 



«— l / / 2k7t\.\ 
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Panni les n arguments a H il y en a donc au moins un tel que 



Fm CO I > 



«m 



et il y a une infinité de valeurs de o) vérifiant cette inégalité. 

Si v^|a„| ne tend pas reguliérement vers i, on ne prendra dans y^ 
que des valeurs de m telles que ^\am\ tende vers i. Soit alors A^ une 
quantité positive plus petite que |a^|, telle que ^/'Äin tende vers i. On 
pourra choisir ^Zi„ tendant vers i aussi lentement que Ton voudra, et 
ne prendra que les valeurs de m telles que \a^\ > -4^, ce qui est toujours 
possible. Posons alors 

ä chaque valeur de m correspondent une infinité de valeurs de cd qui 
vérifient cette inégalité. 

Si un are de la circonférence de convergence ne contient aucun 
point singulier, \/\^m{te'"')\ a une limite supérieure plus petite que i pour 
toutes les valeurs de w correspondantes, et Ton peut trouver une quantité 
e telle que 

pour toute valeur assez grande de m, Aucun des arguments o) ne se 
trouvera alors sur cet are, ä partir d'une valeur déterminée de m. 

Si les points singuliers de la circonférence de convergence sont en 
nombre limité, les valeurs de ca auront des limites déterminées en nombre 
fini, lorsque m augmente indéfiniment. 

Considérons le cas general oii les coefficients a sont donnés arbi- 
trairement, c'est a dire indépendeminent les uns des autres, avec la seule 

condition que - L | a„ | ait pour limite supérieure o. On peut former des 

fonctions ^^ n'ayant aucun terme a coramun, en prenant pour m une 

suite de valeurs m^m^. ..m^... telles que mJ — — rj augmente constamment, 

de sorte que m^^i(i — ^)>^^^(i + ^)- Cela a lieu, par exemple, si 

2Å 

m^ — (i-f-^Tl ^^^^^ fi^^ ^' > 3' pourvu que p soit assez grand. On 

a ainsi une suite de valeurs de m, a chacune desquelles correspond au 
moins un argument o)^] ces arguments se déduisent de coefficients a 
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distincts, et peuvent étre choisis arbitrairement en méme temps que leg 
a correspondants. Au dela de toute valeur de m, il y aura des argu- 
ments o)^ sur un are quelconque, et tout are du cercle de convergence 
contiendra des points singuliers. 

Si un point du cercle de convergence n'était pas singulier, il y aurait 
un are, comprenant ce point, ne contenant aucun point singulier; et au 
dela d'une valeur déterrainée de m il n'y aurait aucun argument w^ sur 
cet are, ce qui limite le choix des coefificients a correspondants. 



A une suite illimitée quelconque de fonctions ^^, telles que — i 



a 



m 



tende vers o, correspond ainsi au moins un point singulier. Mais en 
general on pourra toujours en déduire une infinité. En eflfet, n étant 
un nombre entier fixe, posons: 



»-0 



fl— 1 ikfi . 

e "" ^ 



m 



/ (.+!^A\ ^ ^^ , _^^.\ (m+fi+hn) \p 



on a 



i:;=i -^Jt.^ ( (a+HAA ■ | (m+/i) |y 



k^O 



{p +/i)\in 



si m > Åm -{- \/i\. 
Si ^ et ^L 

TU m 



a 



m+;* 



tendent vers o. —L 

m 



^m^,t' 



](m+ix) \ p^ 
\ (p+fi) \m 



tend aussi 



vers o; et, si Ä^ est choisi assez petit, —LÄ^ tendant vers o, parrai les 



v arguments aH n il y en aura au moins un pour lequel l^mC^^***)! > -4^> 

et il existe au moins un nombre entier k tel que |f>«\^e^ " ^ )\> Ä^. 

Mais (f)^ ne contient que les coefficients a de la forme a„+^+i„; en 

faisant varier /i, on peut former n expressions (p n*ayant aucun terme 

commun, a chacune desquelles correspondent des arguments a, pourvu 

que — L|flf^^.^| tende vers o, au moins pour un. terme de chacune de ces 

TU 

n suites, ou — tend vers o. Les coefificients a de cp„ sont ainsi décom- 
poses en n suites, a chacune desquelles correspond en general au moins 
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un argument a, et Tinégalité |f?m(^^"'*)l > -^m sera vérifiée pour Tune des 

valeurs o) = a A de chaeune de ces n suites. Les coeflFicients a étant 

n 

arbitraires, ces n arguments a sont aussi indépendants, et en general les 

n series de n termes a A n*auront aucun terme commun; de sorte 

que Ton obtiendra ainsi au moins n valeurs distinctes de o;. Et comme 
n peut étre aussi grand que Ton voudra, il y aura en general, pour 
chaque valeur de m, une infinité de valeurs de cd qui ne tendront pas 
vers une limite unique, mais donneront une infinité de points singuliers 
quelque soit la suite de fonctions ^^ considérée. On est ainsi conduit 
au théoréme suivant: 

Dans le cas general oii les coeflFicients de la serie la^z"" sont supposés 
arbitraires et indépendants les uns des autres, la circonférence de con- 
vergence est une coupure. 

4. Soit a^ = ai + ia'^[. Si les parties reelles a^ des termes de ^^ 
sont de méme signe, pour une suite illimitée de valeurs de m telles que 

— XlaU tende vers o, |fPm(Oi>kC| ^t le point 0=1 est singulier. On 

arrive a un resultat beaucoup plus general en considérant les change- 
ments de signes successifs de la suite a^. 

Parmi les termes de ^^, considérons ceux d'indices successifs m, 
w + Äj, m + 7^^ + Äj , . . . , m + Äj + Äj + . . . + Ä„ et m — ä| . , . , 
m — h[ — ÄJ — . .. — K'. Soit h le plus grand et h' le plus petit des 
nombres Äi,Ä,,...,Ä„,Ä'i,ÄJ,...,Äi'. Supposons que ä' augmente indéfiniment 

avec m , — tendant vers o, les derniers indices étant choisis de fa9on que 

h^ + Ä^ + . . . + h^ = )i[ + h', + ... + K= H= Nh 

ou N est un nombre enticr, et 

Åm <H < Aw + Ä. 

Dans la suite des termes a' de f}^{t), considérons ceux qui changent 
de signe a partir de a'„. Supposons qu^entre a^ et ^^+a,_i le nombre 
des changements de signe soit au plus aJi^y entré a'^^f^^ et al„^^^^f^__i au 
plus a/j,, et qu'en general entré a;+,,+..+,^^^ et a;+Ä,+...+Ä _, il y ait au 

Äda mathsmatiea. 22. Iropriraé le 7 mars 1S98. 10 
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plus oÄ, changements de signe, et oä^ entré a'^_^[^__^'^_^ et a;,_Äi-...-Ai+i • 
Le nombre total des changements de signes entré ai,_^+i et a^^^^^i est 
ainsi au plus egal ä 2aH. 
Soit 



k ;* 



oii les coeffieients A seront définis par Tidentité 
alors 

* ^ ^ ^ 2ff 2H 2E 2jff ' 

ces quantités reelles s*annulent et changent de signe pour les valeurs 
j; = j;^ , p^, . . . v^, — pj , — Vj . . . — p^, et ne s'annulent pour aucune autre 
valeur de p comprise entré — JT et + fl, si aucun de ces indices v et 
v' n'est supérieur a U. 

Prenons pour ces indices v ceux des termes a^^^ qui cbangaient de 
signe, de fa9on que les parties reelles des coe£ficients de ^^(0 s^ient 
toutes de méme signe. On peut en outre prendre pour v deux des 
indices successifs qui restent, ou ceux des termes extremes, de fa9on que 
dans chacun des n + n' intervalles, wi + Äj +... + ä^_i å w + *:+... + K — ^ > 
il y en ait un nombre compris entré a\ — 2 et aÄ^ + 2, et que 

aH>^fi > aH — i. 

Alors 

\il>^{t)\>\a'^\2Ä, 

et il existe une valeur de ft, comprise entré — a/7 et + ^^^ teH^ que 
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Mais on a: 

* ^ 2H 2H 2ff 2H 2ff 2flr 

> 4"" '(sin^sin^ . . . s.n^j X (sm-^j X (sin tt-^^ 



X . . . (sm TT-i^ ^-^g^ j X (sm ^) 



[/ 



X 



/ . A^hA^|^^^^^+A;.\-*-+» 



. ffjrT«+? 



= Ir») X -^(4Ä) *>4(^j -7I=t:*(4^»») * 



4.2 

et 



• Tx'j ^ 2L2 / , , 2A + A'\ 2A/ , r»n i r/i 1 A\\ 

_L2^> -^ (2A + -^;j-)--(^I + L-^+ i(A +-)j 



expression qui tend vers o. 
D'autre part 



3jr 



O 

et 1 -4^ I < My M étant le maximum du module de F(e"^. 

Les arcs ;r-^— ^ — ^—r= et — n— divisent la circon- 

rL H 

» , h' h 

férence en n + n' parties comprises entré 7rr= et ;r tt . Changeons Tordre 



I ■■aiii^Mi 
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des notations, et représentons, pour le moment, par ;r^ celle de ces 
parties sur la quelle tombe 01, par ;r^, ;r^, ..., tt-^ les arcs suivants, 

^o + ^1 + • • • + '^n ^x X • X j. ^ -Ti A ^Äj 

TT— —^ etant compris entré ;r et tt—ttjj. De meme -7^, 

~W^ '" ^ ~Tr ^^^^"* ^^^ ^^^^ ^^^ précédent a;, ;r-^ ^ ' ' ' ^ étant 

aussi compris entré tt et tt — TTjf. On a alors; 



FMI < 4'(rin^)"-' (sin x'-#)"""x ... (sin /• "^ \*^-^''-) 

X(sin.t^)"-X...(sin.^.±%^)-- 

< 4-{(-É)- (»'» "'-^T^ - (.in /-±i5^i-)*- 



aAn— 2 



X 



<4"'' 



4 / . ;rA 



^s,n«-_^j X...(8m;r ^^^ j J 

sin — T^ . . . sm ^ — I \ AV 

2ff 2 



3// / „ v »(a--,) 



= 4 . 



expression qui tend vers o, en méme temps que rr et — . 

Quel que soit kj —L -j- reste supérieur a une quantité qui tend 

vers o; et, si —La'^ tend vers o, il y aura un are lo compris entré 

— otÄ" et + oLTty tel que ^\ipjj^\ ait pour limite supérieure i, et il y 
aura un point singulier sur Tarc + a;r. 



Sur les series de Taylor qui ont une iDfinité de points singuliers. 77 

Dans le cas ou les nombres h n'augmeiitent pas indéfiniment, on 
peut toujours réunir plusieurs groupes de termes, de fa9on a former de 
nouveaux groupes pour lesquels le nombre de termes devient infini avec 
m. On peut également poser a„ = e^{a'„ + i(^n)} ^ pouvant varier avec 
m. On est ainsi conduit au resultat suivant: 

Théoréme. Soit ^ un are variable avec m, et a'^^^ la partie reelle 
de a„,+v^~^ (v restant compris entré — Xm et •{•km). La suite de ces 
termes étant divisée en parties contenant chacune h^^h^y ...yh^ termes con- 
sécutifs, et p, , p, , . . . , Pn changeraents de signes de la suite totale, telles 

t) hl 

que ^ reste plus petit que a„., toutes les quantités — tendant vers o; 

si, pour des valeurs de m telles que — i|a^| tende vers o, les quantités 

a^ ont une limite inférieure a, pour w==oo, il y aura un point singulier 
sur Tarc compris entré — a;r et + an. 

5. Si les termes a' de <Pfn{t) ont q changements de signe, — tendant 
vers o, on pourra diviser ces termes en n groupes de h termes, t ^t — 

■L 

tendant vers o, par exemple en choisissant h de fa9on que -7= reste 

compris entré deux nombres fixes. Alors a tend vers o, et Ton peut 
énoncer le resultat suivant: 

Théoréme. Si les parties reelles a^ de a„e~'^ ont, entré n = m + Am, 
q changements de signes, — tendant vers o pour des valeurs telles que 

— iy|a^| tende vers o, le point z = \ est singulier. 

Soit a^=p^e'^'^. La partie reelle de a^e"^ a le signe de cos((w„ — P). 
For möns les dififérences (o^j^x — öi„ comprises entré — ;r et •{- n et 
^\^n-ir\ — ^»1 OU n reste compris entré m — Xm et m •{- Xm, Si, pour 
toutes les valeurs de ^ comprises entré ^^ et ^^ + y^ />„cos(ö;„ — y9) a, 
dans fPm(O) ^^ moins q changements de signe, J?|ö;„^i — ö)„| sera su- 
périeur ou egal ä qy^ et si 2'|ö)„^i — ö;„|<£ il y aura au moins une 
valeur de /9 pour laquelle le nombre des changements de signe est plus 

• c , I I 

petit que -. Donc, si — i!'|ö>„+i — (oJ\ tend vers o, on peut déterminer 

f 71% 
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P de fa9on que — tende vers o, sans que m^ — ^ tende vers o, de sorte 

que — i|cos(ce>-. — B)\ tend vers o; et si -^ et —2^ I o;-.! — wj\ tendent 

vers o, le point ;8f = i est singulier. 

Si on pose z = te~*^, (o^^i — (o^ est reinplacé par 0)^+1 — ce>„ — (o, 
ce qui conduit au resultat suivant: 

Théoréme, Si, pour une suite illimitée de valeurs de m, telles que 

— La^l tende vers o, les différences o;-., — w^ des termes n compris 

entré m — Åm et m + Aw tendent vers cd , sauf pour un nombre q de 

ces termes, — tendant vers o, le point z = c~** est singulier. 

Cela peut avoir lieu pour plusieurs points, et méme pour une in- 
finité. Soit par exemple la serie: 

ou n[^{n'\' i) — ^{^y] tend vers o, lorsque n devient infini. Alors 

h 

I v <. 

|fp(w + h) — fp(w) <- 2J Up(n + v) — fp(n + p — 0I(^ + ^ ~ ^) 
tend vers o, si - reste fini; et ce>^+,+i — a>«4.v — ^{^) t^nd vers o, pourvu 



que 



m 



reste fini. 



A toute suite de valeurs de n telles que - Lp^ tende vers o, corres- 

pondent des arcs ^{n) — 2A;;r, dont les limites donnent des points sin- 
guliers. Et si ces limites förment une suite continue, on obtiendra des 
arcs du cercle de convergence qui seront des coupures. Considérons, par 
exemple, la serie: 



n[L(n+if — Lii'] < n^(^Ln + i)'— (Lw)^] 



ff 
< 



{Ln) 



i-o 



Soit k un nombre entier qui augmente indéfiniment, pendant que e tend 
vers o, mais aussi lentement que Ton voudra, (par exemple e = yi)j si 
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V-, 1 1-1 



n reste compris entré g(«+"'^*— ** et g'«+»*'')*+'** , (X„)» _ jÄa- a pour 
limite a. Il en résulte que la circonférence de convergence est une 

coupure, pourvu que - Lp^ tende vers o, au moins pour une suite de 

valeurs de n correspondant a chaque valeur de ot, ce qui a lieu, par 

exemple, si - Lp^ tend vers o pour deR valeurs n^ telles que L-^^^{Ln^^^^ 

tende vers o; et en particulier si — ^^ reste fini. 

Pour la serie S^^^^c*""**"^"^ ou n[^(w + i) — f^(w)] tend vers o, 
^ii+i — ^n * 1^ méme limite que asinfp(w), qui reste compris entré 
— a et + a. 

Ainsi la serie S^ef^^^c**"'*"^^*'^ , ou p^ remplit les conditions précé- 
dentes, a comme coupure Tarc compris entré — a et + a. Mais il ré- 
sulte du théorénie general, que, si les modules p^ sont choisis arbitraire- 
ment, tout le cercle de convergence est une coupure. Il existe cependant 
des cas assez étendus ou nous pourrons démontrer que la coupure est 
limitée a Tarc + a. 



6. Si y *^^ ' a une limite supérieure plus petite que , le 



point z = I n'est pas singulier. Mais 



rm<|^.(,)ii,|±ä+,(ii^«)-. 

n ^^^ -" n p ' \i — </ 



Pour chaque valeur de m choisissons p de fa9on que, — tendant toujours 

vers ty m — p prenne toutes les valeurs entiéres. Cela a lieu, par 
exemple, si mt>^p> mt — i. Alors, si ^\<pm{i)\ a une limite supérieure 
plus petite que i , on peut choisir ff > o puis m assez grand pour que 
I Fm (O I < (^ — ^y^ ^*> ^OMT toute valeur assez grande de w, on aura 

r{t) 



!i)<(._,,.(f^)-+.(i^y 



il en résulte que w i-i-i a une limite supérieure plus petite que ' ; 
par suite: 
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Théoréme. Si, t et o) restant fixe, on forrae ^^{te"^) en choisissant 

p de fa9on que — tende vers t, m — p prenant toutes les valeurs entiéres, 

et si v^[fj[^e^| a une limite supérieure plus petite que i, pour m = co, 

z = e' n'est pas un point singulier de f{z). 

Pour appliquer ce théoréme, nous allons étudier Tordre de grandeur 

de ip^{t(f^ dans des cas particuliers. 

Soit 

^ , _^ \(h+n) 



on a 



r{z) = \{n + h){i—z) 



— *— II— 1 



et 



9 



m 



\ / \m \fn ^ ^ ■ 



ou 



ö^m+w = (m + y + i){m + y + 2) . . . (m + i; + Ä). 

Représentons par f>fn,h{^) ce que devient ^^ lorsque a„^^ est remplacé 
par /, p variant de — ^ a + oo; c est a dire: 



on a 



P 



p n 

^z-''ii—z) 



-n-l 



fm,0 



i>|(n+l) 



et en general 



|p|(w+*) 



oii i^^I^j . . . 2!f^_i représentent les coefficients de y®, p , p' , . . . , v*"' dans 
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le développement de (y + m + i)(y + m + 2) . . . (y + w + h). 
en déduit 
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\p\n 



«)— *-V»(^) 



oii ^f, est un polynöme en z de degré h. Posons x= , (i — z)^^<ph{^) 

I z 

est un polynöme de degré h en x^ et en supposant \z\ suffisamment 
petit, on aura 

n 






f-p— «— 1 



n + I 



+ (^ + ;xn + ^) ^»[(- p)» _ 2(, -^)» + (2 - i,)*] - . . . 



I . 2 



/i(A — I ) 



I .2 



(2-;>r^... 



et 

_^ (n+.Xn + 2) ^^ __ ,)*_,^,^^^* _ 2(p _ ,)* + (p _ 2)»] + . . . 

Le dernier coefficlent 



p' 



h 



7(P- ')* + -.. + (-?> + Ä)* =i{p*"' -~^{P- O'-' + ...] 

+ (Ä - v)[{p - o*- -'^ (p - 2)*-' + ...] = 

formule qui se démontre en donnant a h des viileurs entléres succes.^ives. Et 

P* -7 (P - o* + '^—^i^ - 2)* - . . . + (- !)'(;, - v)* ■ 
= P[P*-' -1(P- O*' + ^2-(P- 2)*-' - . . 
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(t/ — I)(i; — 2) 
I . 2 



(2^ - 3)*-^ - . . .] 



11 
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en donnant a A des valeurs croissantes, on en déduit que cette expression 
est nulle si y > ä, et a une valeur positive plus petite que 



Ä(A— i)...(A — y + Op*-" 
si o < v < A. Pnr suite, pour toutes les valeurs z = fe**, si o < / < i, on a: 



h , n + i 






et 



9>.Af^')\<^4t^~'' 



te 



»i 



—i—n—h 



[(i +t)p + {n + h)ty 






rp{\ — <)""~^ tend vers i, 



I —t 



i — te 



an 



m 



a pour limite 



(I - ty 



(O 



(I —ty + 4<sin'- 






Soit a un are fixe aussi petit que Ton voudra, supposons que a> ne 
prenne que des valeurs comprises entré a et 2;r — a, et soit 6 une quan- 



3 



^ \t ___ ) • Pourvu que 

m soit assez grand, on aura 



j^„.*Ml <('-<?)"( 



et si Ton suppose mt— i < p ^ int 



(' + Oj» + ("■ + fe)< 
I —i 



) 



?.,.((e-) K (■-«)■(* 2?^) 



Si, dans ip^^^ on ne conservc que les termes ou |v| < ^w, soit yu le plus 
petit nouibre entier supérieur a Am; on supprime des termes dont la 
soinine a un inodule plus petit que 

jL^ (p — v)\m ^m (i> + v) m 



V=/i 



I — v = /x 
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Si p>— -9 le rapport de deux termes consécutifs est 



8:^ 



I —t 



/ u \ * w + 
\v— 1/ v + 



v v m + v h + mt 

2> -t v v — h ji + v h + mt + p{i — 1) 



Il en résulte que la soinine des termes supprimés est plus petite que 



-,i |(^-/^) \P , ,;, |(^+/^) \l (h + mty [h + mt h + mt + p(l — t) 



^*^''|(Prif)|m^'^^ \{V±!^ 



m 



/h + miy rh + ml 



p{l-l) 



'J 



v m p—/t\p—fi/\m I \{m—fi)tj 



+ e 



Mais 



./ m+/i p / m+M Y/ m+fi y/ p y / h + mt y*^ / 2 — < \ 

V m p+ft\p+ft ) \ m ) \p + ft) \ i—t ) \ "•" p )' 

Zi i(!!L±ii A + z, !:L±ii + ii j, ^!_ 

w\p+/i/ m m p + /I 

a poiir limite (i + X)L{i -\- X) — {t -\- ^)L(i + i) < o et il existe une 
quantité fixe telle que 



(7^')'(=^)'C-f-J'<C-*) 



m 



il en est de inéme pour ( ^i ( — - — ) (--^ — ^j et Ton peut trouver 

^ \ m J Xp—fi/ \(m—/i)t/ ^ 

une quantité fixe telle que pour toute valeur assez grande de m, Ten- 
seinble des termes que nous supprimons ait une somme plus petite que 

(i — d)n{mty + ( — j L étant tres petit en méme temps que Å\ 

si dans fjj^^ on suppose \v\ < km^ X^ t et cd restant fixes, ö><o, on peut 
trouver une quantité telle que, pour toute valeur de m dépassant un 
nombre déterminé 

,.„(,0|<(,-*)-[(<2=L±i)*4(f!iA)"']. 

Si Ton suppose h < Xnij on peut écrire de ménie 

F»..*('Oi<(i-<?r(<B7«»)*. . 
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7. Supposons maiiitenant que la serie f{z) soit tcUe qua chaque 
valeur de m corresponde un are a, am+v^""* étant une fonetion eontinue 
de ify développable en serie convergente, pourvu que |A|<i2m. Cest a 
dire que tous les coefficients de ^^ pourront se mettre sous la forine 



»...»»-"'lAfe)*»--^^) 



la serie F étant supposéc convergente si —r^-B, cette quantité R 
resta nt fixe. Soit M le maximuui du module de F{R€f"% on a 



2ff 






A, < 



M 

11" 



Soit z = ^e*"^"'*, (O étant arbitraire, inuis sans étre nul, do fayon que 
(o\ reste toujours supéricur å un are fixe. On a alors 



00 



F-.(^«*-^-)=rSf^-.*(<«-0 



A-o 



Si Ton sépare les tenues pour lesquels A>AiW, en supposant A<72, on a: 






<'''^{r) r^ 



et 



t 2 + >i\A 



A<Affi ^ ' 



+0 



;ixAm 12 p\n 



t-p 



R — X m (I — O'-^** 



Si t et A sont assez petits, et m assez grand, cette expression peut 
se inettre sous la forme (i — ö)"*il/, oii $ reste supérieure a une quantité 



. LM 



fixe, quand m devient infini. De sorte que, si — tend vers o, v^|fm(^>^''"*""'^0| 

aura une liniite supérieure plus petite que i. Et il n'y a pas d'autres 
points singuliers que ceux provenant des limites des arcs a. Si un are 
de la circonférence de convergence est tel que, pourvu que m dépasse 
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un noinbre détenniné, a ne se trouvc jamais sur cet are, il ne contiendra 
aucun point singulier. 
Considérons la serie 

oii f{n) est réel, ^{z) étant unc fonction anulytique de la vjiriable z^ 
qui n'a aueun point singulier a distance finie, pour les valeurs z = peT^ 
oii \io\ reste plus petit qu'une quantité donnée, et oii p reste plus grand 
qu*un module détenniné. Supposons en outre que ^(n + npe^ — f{j(n) 
tende vers o, lorsque n augmente indéfiniinent quelque soit ö>, pourvu 
que p < k. Et soit b^ = ^(n), ^(z) étant une fonction analytique, qui 
n'a aucun point singulier ä distance finie, pour les valeurs z = pe^ oii 

|ö>| et - restent plus petits que des quantités données, -^L\ip{B,e^^)\ 

tendant vers o, lorsque 22 devient infini, pour toutes los valeurs de w 
telles que | a> | ne dépasse pas un are donné. Alors 

pourra se développer suivant les puissances de Py si — <A, pourvu 



que Å soit choisi assez petit. Et, si 



m 



<Å 



LM L\é(m + v)\ ,|«» + i'|i/ , s /m 



fn fn fH 



qui tend vers o. 

Il ne peut donc y avoir, sur la circonférence de convergence, 
aucun point singulier en dehors de ceux donnés par les liinites de e~*^^"\ 

Si -ilé^l tend vers o, pour toutes les valeurs infinies de n, il résulte 

n * * 
du théoréme general, démontré au n° 3, que Ton obtiendra les points 
singuliers de la circonférence de convergence en cherchant les liinites de 
g-AK»)^ pour n = 00. Si pour une suite de valeurs de n, ^(w) — 2k7r 
tend vers a, e~"* est un point singulier de la serie. 
Par exeinple la serie 
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ou O < a < ;r, o < < i, ^(n) étant une fraction rationnelle, oii inéme 
une fonction algébrique continue de w, adraet comme coupure Tarc 
compris cntre — a et + a, et n'a pas d'autres points singuliérs sur la 
clrconférence de convergeiice. 

8. Si une serie contient des termes tels que — LjLl ait une liinite 

^ n 

supérieure plus petite que i, on peut les supprimer sans changcT les 
points singuliérs situés sur la circonférence de rayon i. Supposons la 
suite des indices m + v de (p^ (i^ restant compris entré — km et + Xm) 
divisée en parties égales successivement a Ä^ ,7*2, . . . , A„, telles que parmi 
h^ termes consécutifs d'un groupe, il n'en reste que p^y les A^ — jp^ autres 

ayant été supprimés; et soit a^ le plus grand des rapports p , p> • ••> r^? 
toutes les qunntités — tendnnt vers o. Soit une suite de valeurs de m 



telles que ^' '"' tende vers o, et a la limite inférieure de a^ pour cette 

suite. En appliquant ä la serie la^z^^e""^ le théoréine du n** 4, on voit 

qu'elle a un point singulier sur Tare + a;r, et la serie Sa^z"" a un point 

singulier sur Tarc compris entré (o — a;r et ö> + a;r, c'est a dire sur 
tout are de la circonférence de convergence egal a 2a;r. 

Si entré a^^^m il ne reste que q termes, — tendant vers o en ménie 

T \ n I 

temps que "* ^ le théoréme du n° 5 montre de méme que tous les 
points de la circonférence de convergence sont singuliérs. 

Si — a pour limite inférieure o, considérons les termes a^^^ pour 

des valeurs de m telles que — tende vers o, p restant compris cntre 

tn 

T \a I 

— Å'm et + k'm (A' < X), Si '' '"^ a, pour cette suite de termes, o 

comme limite supérieure, pour m = co, le cercle de convergence est une 
coupure, car on peut remplacer A par Å — Å!, et il existera des termes 



tels que '"'^*'' et — tendent vers o. Si au contraire * "*"'"*'' a, pour tous 

ces termes, une limite supérieure plus petite que o, on peut les supprimer 
sans changer les points singuliérs de la circonférence de convergence. 
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Mais cola irindique rien sur le nombre des points singuliers» ainsi que 
le inontre Texeinple suivant: 

o<^< I, ip{z) reinplissant les inémes conditions que dans les exeinples 
précédents, et pouvant ötre une fonction rationnelle ou algébrique. a„^^ 



est alors développable suivant les puissances de v pourvu que 



m 



<A, 



et a pour liinite supérieure o, de sorte que cette fonction n'a qu'un 

point singulier, z= ly sur la circonférence de convergence. Mais si n 

reste coinpris entré ef^^"-^''^ et e^'*'f+27r-a) ^^ j^ nombre entier k augmente 



r 

indéfiniment, ^' '"' a pour limite supérieure, pour n = co, — i +cosot, 

et Ton peut suppriiner tous ces termes sans que la serie ait, sur la cir- 
conférence de convergence, d'autre point singulier que z= i. Il ne reste 

alors que les termes pour lesquels n est compris entré e^"'^-''^ et e^"''+*'^ . 
Mais 



augmente indéfiniment avec k. Parmi les groupes de termes consécutifs 
qUi restent on peut donc en supprimer un nombre quelconque, ce qui 
supprime les fonctions ^^ correspondantes et ne change pas les autres. 
On a ainsi une serie, n'ayant sur la circonférence de convergence qu'un 
seul point singulier, et dans laquelle il peut manquer un nombre quel- 
conque de termes consécutifs, pour m = ao. 

Montpellier le 13 mai 1897. 
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SUR LES PROPRIÉTÉS DU POTENTIEL ET SUR LES FONCTIONS 

ABÉLIENNES 



PAR 

H. POINCARÉ 

4 PARIS. 



% 1. Introduction. 

Une courbc de genre p dépend de 3p — 3 modules; lea fonctions ft 
ä p variables qui dérivent d'une courbe algébrique par le procédé de 
RiEMANN dépendent donc de 3p — 3 paramétres arbitraires. Les fonctions 
les plus general es de p variables dépendent de 

i>(p + O 
2 

paramétres arbitraires. Pour p= 2 et pour ^ = 3, les deux nombres 
sent égaux et Ton a: 

p(p + O 
3JP— 3=^^^^— • 

Pour p>3, le premier nombre est toujours plus petit que le second. 
Il y a donc des fonctions ff qu'on ne peut obtenir par les procédés de 

RlEMANN. 

Nous arrivons donc a cette conclusion que les fonctions définies par 
BiEMANN ne sont pas les fonctions les plus générales qui ont p variables 
et 2p périodes. Nous sommes ainsi amenés a nous poser la question 
sui vante : 

Toutes les fonctions qui ont p variables et 2p périodes peuvent- 
elles étre regardées comme un quotient de fonctions ö? 

Aeta maihematiea. 22. Impriroé le ?5 mai 1898. 12 
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Weierstrass s'est préoccupé de cette question et est arrivé ä dé- 
montrer que la réponse doit étre affirmative. 

Mais sa demonstration est restée longtemps inédite et n'était connue 
que de quelques-uns de ses éléves. 

M. PiCARD et moi, abordårmes le méme probléme en 1883, et 
publiåmes a ce sujet une note dans les Coinptes Rendus (décembre 
1883). Nous connaissions le resultat de Weierstrass; mais nous ignorions 
les procédés par lesquels il y était parvenu. 

Quand la demonstration de Weierstrass ayant été enfin imprimée 
(oeuvres complétes, tome 3) je pus en avoir connaissance, je reconnus la 
compléte identité des deux demonstrations. 

La demonstration de M. Appell est au contraire complétement diffé- 
rente de celle de Weierstrass. 

Mais elle se rattache a un probléme différent, étroitement apparenté 
a celui qui nous occupe, et dont je dois d*abord dire quelques möts. 

Soit une fonction de plusieurs variables; elle est méroniorphej c*est 
a dire que dans le voisinage d'un point quelconque, elle peut étre égalée 
au quotient de deux series de puissances, convcrgentes dans une eertaino 
étendue. Est-elle toujours le quotient de deux fonctions entiéres, cest ä 
dire de deux series de puissances, toujours convergentes? 

La réponse doit étre affirmative. Cest ce que j'ai démontré dans 
le tome 2 des Acta mathematica. 

En 8'appuyant sur ce resultat et sur les propriétés de certaines équa- 
tions aux diflférences finies, M. Appell a donné une demonstration en- 
tiérement nouvelle du théoréme de Weierstrass (Journal de Liouville 
1891). 

Mais en réflechissant sur la demonstration contenue dans mon mé- 
moire cité plus ha ut du tome 2 des Acta, jé me suis apercu qu'il 
suffit d'y changer peu de chose pour en tirer une troisiéme demonstration 
du théoréme de Weierstrass, entiérement différente des deux premiéres. 

Cest cette 3® demonstration dont je voudrais faire Tobjet du present 
mémoire. 

Je dois m'appuyer sur les propriétés du potentiel dans Tespace a 
n dimensions. Ces propriétés sont bien connues et je n'aurai le plus 
souvent qu'a les rnppeler. Mais quelquesunes d'entre elles présentent un 



Sur les propriétos du potciitiel et Pur lea fonctions Abélienncs. 91 

certuin intérét; on me pardonnera si, ä Toccasion, j y insiste un peu plus 
qu'il n'est nécessaire pour inon sujet 

Cest ainsi que les §§ 4 et 5 pourraient étre supprimés sans que la 
demonstration en souflfrit le moins du monde. 

J'observerai que la demonstration que je donne ici est plus simple 
que celle que yai donnée dans le tome 2, ou j'ai employé un détour 
inutile, dans la erainte un peu puerile de redémontrer des théorémes 
déja connus. 



% 3. Fonetions harmonigties» 

Une fonction V de n varlables 

est dite harmonique dans un certain domaine: 

i^ Si dans ce domaine elle est finie, continue et posséde des dé- 
rivées des deux premiers ordres. 

2°. Si dans ce domaine ses dérivées du second ordre satisfont ä 
Téquation de Laplace: 

si le domaine s'étend a Tinfini, il faut de plus que la fonction Fs'annule 
a rinfini. 

Considérons les n variables x comme les coordonnées d'un point 
dans Tespace a n dimensions; la distance du point mobile x^ ^x^, ,.., x^, 
au point fixe »j , a,^ , . . . , a^ est égale par definition a 



r = sl{x, — a,y + {x^ — a,)« + ... + («„ — a^y, 



On voit aisément que 



.,2— « 



est une fonction harmonique dans tout Tespace sauf au point 



X^ rtj j X^ — ' U^ y . . . , X^ ~-^ (I 



fl 
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Pour n = 3, c est ä dire dans lespace ordinaire; on a 

I 



T — - > 

T 



nous retombons donc sur le potentiel newtonien. 

Les propriétés du potentiel newtonien sont bien connues; elles 
peuvent d'ailleurs en general étre étenducs facilemeut au cas de n quel- 
conque. 

La premiére de ces propriétés est le theoréme de Green exprimé 
par Téquation: 

la seconde intégrale est étendue a tous les elements dr d'un volume T 
et la premiére a tous les elements dw de la surface S qui limite ce 
volume. 

La dérivée -^ représente la dérivée Destimée suivant la normale a 

rélément dwi^y c'est a dire que Ton a: 

dy ~ ^1 dx, "^ ^ dx^ "^ 8 dx, ' 

ij , /, et ^3 étant les cosinus directeurs de l'élément de surface d(o. 

Les fonctions V ^t U doivent étre finies et continues, et posséder des 
dérivées des deux premiers ordres. 

Theoréme 1. Si F et ^ sont des fonctions harmoniques, il reste 



/( 



dv av I 



Une autre propriété du potentiel newtonien est la suivante: si un po- 
tentiel est di3i a des masses attirantes, il est une fonction holomorphe de 
^1 9 ^3 9 ^8 ^" ^^^ point situé hors des masses attirantes. 

Theoréme 2. Considérons par exemple une surface attirante; soit 
dio' un element de cette surface; x\^x\^ x\ les coordonnées du centre de 
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gravité de cet element; r la (Jistance des deux ppints a;(i o^ , x^ ét 
^1 9 ^3 9 ^8 • Le potentiel aura pour expression : 



~J ^ ' 



å' étant une fonction de x\yX'^, x'^\ c est cette fonction que Ton appelle 
ordinairement la densité superficielle de la matiére attirante. 
Considérons une sphére: 

X\ -j- x^ -^^ x^ "= p 

ayant pour centre Torigine et supposons que la surface attirante soit tout 
entiére en dehors de cette sphére de sorte que Ton ait: 

X/i "j" X^ "i" x^ ^ p • 

Développons: 



- = [(a;; - x,y + {T/, - x,y + {x', - X,)] 



1^ 

2 



suivant les puissances de x^^x^^x^. Les coefficients du développenient 
seront plus petits que les coefficients correspondants du développement de: 



«\ ^— r- 



Le développement est donc uniformément convergent par rapport ä rcj, 
^3 9 ^8 pourvu que: 



i(^+„^)<'. 



ou 



l('+'f)<4 



OU enfin pourvu que: 



(.) |x,|<^(;|-,)i K|<^(A-,)., K|</.(f--.) 
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Plus généralement le développement de 



ri(a;;-a;*)'J 

suivant les puissances croissantes des rr^ a ses coefficients plus petits que 
ceux du développement de: 



4-s (?+!)] 



p 

en posant 



3 



Le développement converge donc uniformément pourvu que: 

\x,\<p{\/i-\-\^-i). 
Soit donc: 



(*= 1,2, ...,«) 



(2) HAxI^x^og 



a. 



le développement de - suivant les puissances de x^ , x^ et x^. La con- 

vergence de ce développement est uniforme, tant par rapport a x[yX'^yX'^ 
que par rapport a x^y x^^ x^ pourvu que ces quantités satisfassent aux 
inégalités: 



x\ + x\ + x\<p'(^^-i"^ 



e etant une quantité aussi petite que l'on veut. 

Les coefiFicients A sont, bien entendu, des fonctions des x'f^. 
Il vient alors: 

(3) F= f^ ==yx^,^x?xt*fAå'da}\ 

Comme la convergence de la serie (2) est uniforme, la serie du dernier 
membre de (3) converge également et représente V. . Donc le potentiel 
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V peut étre développé en serie procédant suivant les puissances de o^j, 
x^ y x^ pourvu que les modules de ces quantités soient assez petits. 

Pour que ce resultat soit exact^ il n^est pas nécessaire que la fonc- 
tion å' soit finie et continue, il suffit que Tintégrale: 

f\d'\d<o' 

existe et soit finie. Par exemple, en un point Q de la surface attirante, 
la densité d' pourra devenir infinie, pourvu que le produit de la densité 
d' au point M' par la distance M'Q tende vers une lirnite finie quand 
la distance M'Q tend vers zéro. 

En efifet, d'aprés la discussion précédente nous avons: 

B et h étant deux nombres indépendants des exposunts a et des coor- 
données rrj , rrj , a?J. On a donc: 

ce qui montre que la serie (3) converge pourvu que T |<?'|rföi' soit finie. 
Par un simple changement d'origine, on démontrerait que V est 
développable suivant les puissances de x^ — a^ , x^ — öJq > ^3 — Ö3 pourvu 
que l'on puisse trouver des nombres p et e tels que 

Ot; - ^0' + {x',—a,y + {x',-a,y>p\ 

{x,-a,y + {x,-a,y + {x,-a^y<p'(^-iy-e. 

Or c'est ce qu'on peut toujours faire, pourvu que le point fl, , a, , a^ ne 
soit pas sur la surface attirante. 

Le potentiel V est donc une fonction holomorphe dans tout Tespace 
sauf sur la surface attirante. 

En particulier, ce sera une fonction holomorphe en tout point de 
la sphére: 

Xx "{" ^2 -f- ^n ^ P • 

Cela ne veut pas dire que la serie (3) converge en tous les points de 
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cette sphére; tout oe que nous avons démontré c^est que la convergence 
a lieu en tous les points de la sphére concentrique dont le rayon est 

Mais la serie présente unc particularité curieuse; supposons que dans la 
serie (3) on groupe ensemble tous les termes de méine degré; chacun de 
ces groupes formera un polynöme homogéne en aj^ , a?^ , x^ et satisfaisant 
a Téquation de Laplace; c'est cc qu*on appelle un »polynöme sphérique». 

Quand les termes sont ainsi groupés, la serie (3) converge en tous 
les points de la sphére de rayon p; et en e£Pet la serie (2), si Ton con- 
vient de grouper ensemble les termes de méme degré, converge uni- 
fonnément dans toute sphére de rayon plus petit que p. 

Je n'insisterai pas davantage sur la demonstration de cette pro- 
position qui est bien connue et qui ne m'est d'ailleurs pas utile pour 
mon objet 

La condition de convergence absolue de la serie (3) est don c 

x] + xl + xl<p' 
si on groupe ensemble les termes de méme degré et 

si on laisse ces termes séparés les uns des autres. 
Cest ainsi que la serie alternée 

n'est pas absolument convergente, mais qu*elle le devient si on groupe 
les termes de la maniére suivante: 



(-i)+(H)+- 



Passons au oas dit de la double couche. 
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Théoréme 3. Soient /( , /^ , ^s 1^^ cosinus directeurs de Télément de 
surface dca; x[,x'^,x'^ les coordonnées du centre de gravité de cet élé- 
menty et å' une fonction quelconque de ces coordonnées; soit toujours r 
la distance des points x^jX^j x^ et x[ y x\ ^ x'^. Considérons Tintégrale 



F= / (ydo) 




Cette intégrale est ce qu'on appelle le potentiel d*une double couche. 
Soit encore: 



soit: 



d- d- d- 

r . ,. r . „ r 



le développement de Texpression qui figure entré parenthéses sous le 

signe f par rapport aux puissances de x^ , x^ et x^. Comme /{ , /J et 

/J sont limités, nous voyons d'abord que ce développement converge et 
que la convergence est uniforme tant par rapport aux x' que par rapport 
aux X pourvu que 



X\ + Xl + Xl< p^^f^— l^ —£. 



Par conséquent V peut se développer suivant les puissances de x^jX^j x^ 
et le développement converge pourvu que 

x] + xl + xl< />^ 

Donc le potentiel V d'une double couche attirante est une fonction ho- 
lomorphe dans tout Tespace, sauf sur la double couche attirante elle- 
méme. 

Cela resterait vrai, méme si d* pouvait devenir infini, pourvu que 
Fintégrale 

f\d'\da,' 

soit finie. 

Äeta mathonuUiea, 22. Imprimé le 7 juin 1898. 13 
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Enfin si on groupe ensemble les termes de méme degré, le développe- 
ment de V converge absolument pourvu que 

^1 + ^1 + ^1<P^ 

et chaque terme de ce développement est un polynöme sphérique. 

Théoréme 4. Considérons une surface fermée quelconque S. 

Soit V une fonction qui soit harmonique a Tintérieur de 5, sauf 
sur tous les points d'une certaine courbe singuliére C, 

Soit p la plus courte distance du point x^y x^y x^ a la courbe sin- 
guliére C. Je suppose que 

V dV dV dV 

\ogp' Pdx,' f^dx,' Pdx, 

restent finis quand p tend vers zéro et que le point x^^x^, x^ se rapproche 
indéfiniment de la courbe C. 

Je supposerai que la surface S et la courbe C sont analytiques et 
qu^elles ne se touchent en aucun point de fa9on qu'elles se coupent sous 
un angle fini. 

Considérons maintenant le vecteur F dont les composantes sont 

dV dV dV 
dx^ ' dx^ ' d«3 

Soit ensuite M le point x^ y x^, x^ et N le point de la courbe G qui est 
le plus rapproche de M; la droite MN est par conséquent normale a 
la courbe C et c'est sa longueur que nous avons appelée plus haut p. 

Soit la projection du vecteur F sur la droite MN. 

Je suppose que le produit p0 tend vers une limite bien déterminée 
2/i quand le point M se rapproche indéfiniment du point N. Cette 
limite 2/i est, bien entendu, une fonction de la position du point N sur 
la courbe C; mais elle ne dépend pas de la direction de la droite MN 
dans le plan normal en -AT^ a la courbe C. 

Nous envisagerons encore un point P intérieur a S et dont les 
coordonnées s*appelleront y^ , y^y y^ 

Construisons un domaine D défini par les trois conditions suivantes: 

I** Les points de ce domaine sont intérieurs a S. 
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2® La distance d'un point de ce domaine a P est plus grande que e. 

3® La distance d'un point de ce domaine a la courbe C est plus 
grande que e. 

Le domaine D est limité par trois surfaces: 

I® par la surface 5, ou plutöt par la portion S^ de cette surface 
dont tous les points sont a une distance de G plus grande que s; 

2® par la sphére I de centre P et de rayon e; 

3** par une surface-canal Ä", enveloppe des sphéres de rayon e dont 
le centre est sur G. L'équation de cette surface-canal peut s'écrire p = B. 

Si la courbe G coupe la surface S en A point«, la surface-canal K 
découpera sur la surface S, ^i e est tres petit, h petites courbes fermées 
entourant ces h points. La portion de S située en dehors de ces h petites 
courbes est celle que nous venons d*appeler S^; la portion de S située 
ä Tintérieur de ces h petites courbes pourra s'appeler S,. 

Posons 

r' = (^, -y,Y + (^, -y,)' + K -y.)'; u= i . 

Les fonctions V et U sont hannoniques dans le domaine D et le théoréme 
de Green nous donne: 



/(^^^-^^>=°- 



Les intégrales doivent étre étendues a toutes les surfaces qui limitent le 
domaine X>, c'est a dire aux surfaces S^^ I et K\ nous aurons donc: 

Sx Z K 

Faisons maintenant tendre s vers o et voyons vers quelle limite tendra 
chacune de ces trois intégrales. 

Occupons-nous d'abord de j . Je dis que cette intégrale tend vers 

une limite finie et déterininée que Ton peut considérer, d'aprés les con- 
ventions habituelles, comme la definition de Tintégrale C étendue a la 

8 

surface S tout entiére. 
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Il suflfit pour cela de montrer que l'intégrale 



/I 



F^_ u'^^ 



d(o 



^ dv ^ dv 
s 

est finie; la fonction sous le signe C devient infinie aux h points oii la 

courbe C coupe la surface S; mais comme il s'agit d'une intégrale double, 
il suffit, pour que Tintégrale soit finie, qu'en tout point Jlf, voisin de Tun 

de ces h points que j'appelle Qy la fonction sous le signe J soit au plus 

de Tordre de Tinverse de la distance MQ, ou ce qui revient au méme de 

Tordre de -. 

P 

Or ?7 et ^— sont finis, V est de Tordre de losp et 3— de Tordre 
dv ' ^'^ dv 

de - . La condition est donc remplie. 
P 

Pour la méme raison 



/I''!""' /IstH" 



s 



sont finies. Donc d'aprés un théoréme démontré plus haut Fintégrale 



^dVdw 

dv T 

8 



M-^^^^h-h^^-f: 




est une fonction holomorphe de y^ ^ y^, y^ pourvu que le point y, , y, , y^ 
soit a Tintérieur de S. . 

En effet Tintégrale 



di 

av 



n'eflt autre chose que le potentiel de double couche envisagé plus haut 



[ d'- rfi di] 
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les notations seules sont changées, on passé de la seconde intégrale ä la 
preraiére en changeant x^jX^^ x^ en y^ y y^yjf^; x[ ^ x'^ y x'^ en x^yX^^x^\ 
d(o' en do); & en F. 

De raéme Tintégrale 

"dVdo} 



/; 



dv r 

c' 

n^est autre chose que Tintégrale 

d(o' 






v 

a 



qui représente le potentiel d'une surface attirante. Il n'y a qu*un change- 
inent de notations et Ton passé de Tune a Tautre en changeant les x en 

dV 
y, les x' en x^ d(o' en rfcei, <?' en -r-. 

Voici donc un premier resultat: la limite pour s = o de V intégrale 
j est une fonction holomorphe des y. 



8. 



Passons a Tintégrale T; la surface de la sphére est 47re^ V et 



-T- sont finis; U est éffal a - et 3— a - 

dv ^ £ dv £ 



Donc 

^tiVdw 
dv r 



n 



est de Tordre de e et tend vers o; et d'autre part 



^^"^ / ^dT ^^ "" ^"" / ^~?^ ^ 4S- V{tf^ , y, , y,) 



c'e8t a di re que 

Considérons enfin 1'intégrale f. 

La surface-canal K est engendrée pas des circonférences de rayon 
£ dont le plan est normal a la courbe C. Soient ^ et ^ deux pointfi 
infiniment voisins de la courbe C; considérons les deux circonférences 
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dont le plan est normal ä C aux deux poiiits Q et Q'. La portion de 
la surface comprise entré ces deux circonférences sera ce que j'appellerai 
un i>segment][) de la surface. 

Si Tarc QQ' est egal a dSj Taire du segment correspondant sera 
27reds. Considérons notre intégrale 



/( 



av av I 



et étendons-la a ce segment. 

?7 et ^— sont finies; V est de Tordre de logs et -t- de Tord re de 
av ^ av 

- . Alors Tintégrale 



/ 



av 



est de Tordre de slogs et tend vers o. LHntégrale: 



/^v-=/: 



dVda) 
dv r 



tend au contraire vers une limite finie; qui est égale au produit: 

2;rrf5.1im (c -t—) lim- . 

dV . . . I 

La limite de s-^ est ce que j'ai appelé plus haut 2/i. La limite de - 

est rinverse de la distance du point P au centre de gra vite de Télément ds. 
L'intégrale devrait étre étendue a la portion K^ de la surface K 
qui est a Tintérieur de S; considérons Tintégrale 

/ 

étendue a la portion K^ de la surface K engendrée par les circonférences 
de rayon s dont le centre est sur la partie de G intérieure a S. 

Les deux surfaces K^'et K^ ne colncident pas exactement parce qu'il 
peut y avoir des circonférences de rayon s qui ne sont que partiellement 
intérieures a S, ou encore des circonférences qui sont intérieures ä S 
mais dont le centre est extérieur a 5, ou inversement. 
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Mais si e est trés-petit, Taire totale des parties de K^ qui n'appar- 
tiennent pas a Ä,, öu eelle des parties de K^ qui n'appartiennent pas a 

JTj, est de Tordre de e'. Et, conime la fonction sous le signe C est de 
Tordre de - , la dififérence 



K, i^ 



est de Tordre de e et tend vers o. 

Quant a Tintégrale J , elle est la somme des intégrales relatives 

aux segments qui correspondent a la partie de C intérieure a S. Elle 
tend donc vers la limite: 

/ids 



f 



— 47r 

on r désigne la distance du point P a Télément ds. 

Cest, au facteur — 47r prés, le potentiel par rapport au point P de 
la ligne attirante C, la densité linéaire étant égale a /i. 

Ce potentiel multiplié par — 47r est donc la limite vers laquelle 

tend notre intégrale f, 

Donc en passant a la limite, notre équation 

8i S K 

nous apprend que V{y^ , y^ , ^g) est egal au potentiel de cette ligne atti- 
rante plus une fonction des y, holomorphe a Tintérieur de S. 

Nous pouvons donc énoncer le resultat suivant: 

Théoréme 4. La fonction V satisfaisant aux conditions énoncées plus 
haut est égale å Vintérieur de S å une fonction holomorphe plus le potentiel 
d^une ligne attirante; la ligne attirante est C et la densité linéaire est /i. 

Si en particulier on suppose que V est harmonique dans toute la 
region intérieure a S, /i sera nul; et V sera une fonction holomorphe 
en tout point intérieur a S. 

D'ou cette conséquence. 

Toute fonction harmonique dans un domaine est holomorphe dans 
ce domaine. 
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J'ai insisté un peu sur cette demonstration, parce que c^est le modéle 
sur lequel sera calquée plus loin la demonstration d'un théoréme important. 

Tous ces resultats s'étendent facilement au cas d'un nombre quel- 
conque de variables; et d'abord le théoréme de Green. 

Considérons dans Tespace a n dimensions un domaine D et la varieté 
fermée k n — i dimensions S qui limite ce domaine. 

Considérons une portion de cette varieté assez petite pour que ses 
équations puissent se inettre sous la forme suivante: 

Les u sont des variables auxiliaires et les ^ sont des series procédant 
suivant les puissances des u. 

Considérons le jaeobien ou déterminant fonctionnel de 

par rapport a 

Ce jaeobien étant évidemment une fonction linéaire des indéterminées a, 

je Tappelle: 

DjÄj + D^a, + . . . + D„a„. 

Soit ensuite: 



Llntégrale n 



fPle 



A = v^? + ö; + . . . + Di 



jD^du^ du^ . . . rfw„_i 



étendue a une portion fl de la varieté S s appellera Vaire de cette portion 
fl] les intégrales n — i^*®* 

fD^du^du^ . . . rfWn-i ) • • > jB^du^du^ . . . rfw„_i 

sappelleront les projections de cette aire sur les espaces coordonnés. 
Si la portion ft est infiniment petite, Tiutégrale 

jD^du^ . . . rfw„_i 

pourra s appeler Taire d'un element de la varieté S et se représenter par dw . 
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Les rapports 

seront les cosinus directeurs de Félément dw. 

Nou8 poserons alors, p étant une fonction quelconque des x: 

dip D^ dip D^ dip Dn dip 

d^ -^ D,d^,'^ 'D.d^,'^ ••• +ö;d7/ 

Ces definitions posées, le théoréine de Green se généralise immédiatement 
et l'on a: 

Théoréme 1 généralise. Si V et U sont deux fonctions harmoniques 
dans le doinaine D, on a: 



/('-^^-^^V-- 



On trouve de méme: 

Théoréme 2 généralise. Considérons Tintégrale 



-J ,n-. 



étendue a tous les elements rfcei' d*une variable S k n — i dimensions; 
soient 



Xi y Xf j , , , j x^ 



les coordonnées de Télément rfcw'; r la distance des points x^ ^x^y ...y x^ 
et x^ijX^j ...j x^; d' une fonction quelconque des x' telle que l'intégrale 

J\o-\d<o- 
soit finie. 

La fonction V sera développable suivant les puissances de x pourvu que 



Z^">/,', Za;'<^'(\/7T] 



La serie converge encore absolument si 
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urvu que Ton ait soin de grouper enbci».^ 
igré. 

CoroUaire. La fonction V est holomorphe dans tout Tespace a w 
limensions sauf pour les points de la varieté S. 
Théoréme 3 généralisé. Considérons Tintégrale: 



= jå'da)' 



du 



Dans cette formule, å' , do)' et r ont méme signification que dans le 
théoréme précédent et on pose: 

du ^ Dq dxt 

Dq et Dl étant les quantités analogues aux D^ et aux D^ définis plus 
haut qui son t relatives a Télément da}\ 

La fonction Fsera encore développable suivant les puissanees des x si: 



Zrr" > p\ Tx' < p'{\/^- 



Si on groupe ensemble les termes de méme degré, la convergence est 
encore absolue pour ^x^<p^. 

CoroUaire. La fonction F est holomorphe dans tout Tespace a n 
dimensions sauf pour les points de la varieté S. 

Le théoréme 4 est également susceptible de généralisation ; je ne m'en 
occuperai pas pour le moment parce que je me réserve de revenir avec plus 
de détails sur ce point important. Mais j'aurai peut-étre encore besoin 
de plusieurs propositions qui sont des conséquences des propriétés des 
fonctions de Green relatives a une hypersphére. Ces propriétés étant 
bien connues, au moins en ce qui concerne Tespace a trois dimensions, 
je nMnsisterai pas sur la demonstration. 

Théoréme 5. Considérons l'hypersphére : 

(i) i:x' = b' 

que j'appellerai S. Soit P un point intérieur a Thypersphére dont h 
coordonnées seront y^ , y^ , . . . , y^; nous aurons 
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Soit F le point conjugué de P; seg coordonnées seront: 

B^ R^ R^ 

Soit r la distance dii point rCj , rr^ , . . . , a;„ a P et r' sa distance a F 
de sorte que 

Lorsque le point x^^ a\^ . ..^ x^ est sur Thypersphére 8^ on a: 

r R ' 
considérons alors la fonction: 



"=(;)""*-©■"' 



c'e8t une fonction harraonique dans tout Tespace a n dimensions sauf 
aux points P et P'; elle s'annule quand le point x^ , ...y x^ vient sur S. 

Considérons une fonction V harmonique a Tintérieur d'une hyper- 
sphére plus grande que S. 

Considérons une hypersphére S de rayon e et de centre P et le 
domaine D compris entré les deux hypersphéres S et S] dans ce do- 
maine les deux fonctions F et ö sont harraoniques et le théoréme de 
Green nous donne: 



L'intégration devant étre étendue ä tous les elements des deux hyper- 
sphéres S et 2", j*écris: 

Quand e tend vers o, la seconde intégrale J tend vers une limite finie: 

C est une constante numérique, qui est égale an — 2 fois Taire de Thy- 
persphére de rayon i. 
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Quand a la premiére intégrale, comme G s*annule sur Sy elle 8c 
réduit å: 



•/ 



du 



Ainsi V{y^ , t/, , . . . , y„) est egal a Tintégrale 



if 



f Vda>. 

av 



De méme, comme la fonction r'~" est aussi harmonique dans tout l'e8paec 
sauf au point P, on trouverait: 

Mais d^aprés les théoremes 2 et 3 généralisés, Tintégrale du 2* niembre 
est développable suivant les puissances des y pourvu que 

Z,'<ie'(v/7T|-i)' 

Dans le cas ou la fonction V est harmonique dans toute portion finie 
de Tespace, on peut prendre R aussi grand que Ton veut. Nous arrivons 
donc au resultat suivant: 

Si la fonction V est harmoniqtie dans toute portion finie de Vespace å 
n dimensions^ (c'est a dire si elle satisfait partout a Téquation de Laplace 
A F = o et posséde partout des dérivées du second ordre, mais sans étre 
assujettie a teiidre vers o quand * le point x^y x^y ...j x^ 8'éloigne indé- 
finiment) cette fonction V est développable suivant les puissances des x; ce 
dévdoppefnent est toujours convergent. 

Si on groupe ensemble les termes de méme degré, chacun des 
groupes sera un polynöme homogéne qui devra satisfaire ä Téquation de 
Laplace; c' est ä dire ce quon peut appeler un polynöme hypersphérique. 

Théoréme 6. Reprenons la formule 



^(«/i , y, . • • • , yn) = ^ / ^ Vdw. 
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Si B est tres grand et p fini, r est de Fordre de B et r' de Tordre de 
B*j si le point iTj , a?, , . . . , a;^ est sur 8. 

Donc f*"" et r'*"" sont de Tordre de B'"" et 7J*~'". Leurs dérivées 
premiéres par rapport aux x soiit respectivement de Tordre de iJ*"" et 
iP"*"; et leurs dérivées secondes sont respectivement de Tord re de 1?~" 
et B-^\ 

Les dérivées premiéres de r'"" par rapport aux y sont égales au 
signe prés aux dérivées premiéres par rapport aux oj, elles sont donc 
de Tordre de B''-\ 

De méme les dérivées secondes de r*"" prises par rapport a Tune 
des variables o? et a l'une des variables jfj sont égales au signe prés aux 
dérivées secondes prises par rapport a deux variables x; el le sont donc 
de Tordre de Br"*. 

Supposons ensuite que le point P vienne en P, et que la distance 
PP^ soit finie ; soit r^ la distance du point rr^ , a?, , ...jX^ au point P, 
et r[ sa distance au point Pj conjugué de P^; soit />j la distance du 
point Pj a Torigine. 

L'accroissement 



|.«-« |.«— « 



est du méme ordre que les dérivées —z — c^est a dire de Tordre B*""; 
de méme les accroissements 

d (ri "" — r """) 
dx 

serpnt du méme ordre que les dérivées , , , c'est a- dire de Tordre 

^ dxdy 

de Br'\ 

Si nous observons ensuite que Ton a: 





dF _^Xk dF 
dv ^-^ R dxk 


R 


<i; 


on verra que 




• 


d{r\-' r*-") dr'(»-") drT"^ 




dv ' dv 


y 


dv ' 
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sont du méme ordre que 

dx dx dx 

c'e6t a dire respectivement de Tord re de: 
Nous avons: 



et nous poserons, de méme: 
et il viendra: 



J2-n 



9 



(?) 



— n 



•fir;\«-« 



dG dO, d{r'^-' — r\~') /B\— »dr'^»-»» , /Ä \ »-» dr^''-"^ 






Dans le second membre, le premier terrne est de Tordre de R~" et les 
deux derniers sont aussi de Tordre de: i?~"; donc le premier membre 
est de Tordre de i?"". 

Cela pose, soient ^^ , i?^ , . . , , ^„ les coordonnées de P^ ; nous aurons: 



V{z, , ^2 , . . . , ^„) — V{y, , i^, , . . . , y„) = ^ / (-j^ 



La fonction -j-^ — -=- est de Tordre de 72""; le champ d*intégration est 

de Tordre de 2?*"^; si la fonction V est finie, Tintégrale du second membre 
est infiniment petite et Ton a: 

Comme les deux points P et P^ sont quelconques, cela veut dire que 
V est une constante. 

Nous arrivons donc ä cette conséquence: 

Une fonction harmonique dans toute portion finie de Vespace et dant 
le module est limité se réduit ä une constante. 
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Théoréme 7. De la on peut tirer une conséquence importÄnte: 
Supposons que la fonction F soit harmonique dans toute partie finie 
de Tespace; qu'elle soit par conséquent suseeptible d'étre développée en 
une serie toujours convergente de polynömes hypersphériques, qu'elle soit 
en un mot ce qu*on pourrait appeler une fonction harmonique entiére, 

Supposons de plus qu'elle soit n fois périodique; alors Tespace ä n 
dimensions se trouvera subdivisé en une infinité de »prismatotdes des pé- 
riodesD formant un assemblage a la Bravais et a Tintérieur de ces divers 
prismatoldes, la fonction reprendra les mémes valeurs. 

Son module est done limité et elle doit se réduire a une constante; 
d^oii cette conelusion: 

Toute fonction harmoniqrie entiére n fois périodique se réduit å une 
constante. 

Cest aussi une conséquence de ce fait bien connu qu*une fonction 
harmonique ne peut avoir ni maximum ni minimum. 

Je renverrai d*ailleurs pour plus de détails a un mémoire de 
M. Appell publié dans les Acta mathematica, tome 4. 



§ 3. Fonctions Bihartnoniquea. 

Soit F= V + iW une fonction des n variables complexes 
^1 = a^i + iyi ; z^=x^ + iy^ ; . . . ; z^ = x^ + iy„. 

On aura alors: 

dV_dW ^^_^ 

dxt dy t ' dy t dxt 

d'ou il suit que Texpression 

est une diflférentielle exacte. 

Si donc V est la partie reelle d'une fonction jP, Texpression (i) 
sera différentielle exacte. 
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De la nous tirons les équations: 



dzt dyjt 

(2) 






^^ 


d*v d*r 

dxndx, dy t dy. 


■o, 


d*r 


d*V 



dzk dy g dy t dx 



9 



Toute fonction satisfaisant a ces équations (2) et d'ailleurs continue et 
ayant des dérivées secondes sera dite hiharmonique. Des équations (2) 
on tire aisément: 

(3) ''^-^Ki^. + i?J'°- 

Ainsi toute fonction biharmonique est en méme temps une fonction har- 
rnonique des 2n variables x tt y. 

Si n = I , toute fonction harmonique est la partie reelle d'une fonc- 
tion de variable complexe. 

Mais, si n > i , il n'en est plus de inéme et la condition nécessaire 
et suffisante pour qu'une fonction V puisse étre regardée comme la partie 
reelle d'une fonction de variables complexes, c^est que cette fonction V 
soit biharmonique. 

Les équations (2) peuvent encore se mettre sous une autre forme. 

Soit 

'^k = ^k — iyk 

et supposons qu'au lieu des x et des y, on prenne pour variables les z 
et les w. Alors la condition pour que V soit biharmonique, c^est qu'il 
soit de la forme: 

de sorte que les équations (2) peuvent étre remplacées par les sui vantes 
qu'on en déduit dVilleurs par un calcul simple: 

d^V ^ ^ 

^ ^ dzk duq 

011 Tindice k peut étre egal a q. Ces équations sont au nombre de n*. 
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Théoréme 8. Quelle est la condition pour qu'on puisse trouver un 
polynöme V satisfaisant aux n' équations 

(4) d^;!^, = ^*-^ 

ou les sont des polynömes donnés. 

Il est clair que les doivent satisfaire aux relations suivantes: 



(5) 



d0,.. 


: 


d0m.q 

dzk 

d0,.» 
dUk 


1 1 




d'r 


dZm 

d<P,., 


dzt 


d^V 


dn„ 


dz^ 


jdUjtdUfn 



L'indice q peut étre egal a A ou a wi; niais ces deux derniers indices 
doivent étre diflférents, sans quoi les relations se réduiraient a des identités. 

Le nombre des relations (5) est donc n\n — i). 

Les conditions (5) sont évidemment nécessaires, je dis qu'elles sont 
suffisantes. 

En effet supposons d'abord que les soient des polynömes homogénes 
de degré A par rapport aux z d'une part et homogénes de degré /i par 
rapport aux u d'autre part: 

Alors il suffira pour satisfaire aux équations (4) de faire: 



V = 



{X + !)(// + I) 



Il est aisé de vérifier que cette expression satisfait aux équations (4) si 
les conditions (5) sont remplies. 

Si maintenant les sont des polynömes quelconques, on n'aura 
qu'a les décomposer en parties homogénes tant par rapport aux z que 
par rapport aux u . 

Ainsi pour qv!on puisse satisfaire aux équations (4) il faut et il suffit 
que les conditions (5) soient remplies. 

Il est clair d^ailleurs que si on peut y satisfaire, on peut le faire 
d'une infinité de maniéres puisqu'on peut ajouter a V une fonction bi- 
hannonique quelconque sans que les équations (4) cessent d^avoir lieu. 
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Si on revient aux variables x et y les équations (4) deviennent 

d'r 



dxl 






+ 


dyl 


+ 


d*V 


dy t dy. 




d^V 



= F,, 



dxt dy, dxq dy t 



les F étant des polynömes donnés en x et y, et les conditions (5) de- 
viennent: 

dF,, , dF',, dF^, , dF'„,, 



. ,v dx^ dy„ dxt dyt 

dy,n dxm dyt dxt 



% 4. Potentlel d^une courbe. 

Considérons d'abord une courbe analytique dans Tespace ordinaire 
a trois dimensions. Soient x[ , rrj , irj les coordonnées d'un point de cette 
courbe et r la distance de ce point au point x^yX^yX^. Le potentiel 
de cette courbe sera: 



Fr 



ou d' représente la densité et ds' Télément d'arc de la courbe. Je veux 
étudier cette courbe et son potentiel dans le voisinage d'un de ses points 
O. Je prendrai ce point, que je supposerai non singulier, pour origine 
des coordonnées; je prendrai la tången te en ce point pour axe des rr, 
et le plan osculateur pour plan des x^x^; nous pourrons mettre alors 
les équations de la courbe sons la forme sui vante: 

x[ = ^,{f), x!, = jr,(0, ^; = Fa(0 

les ^ étant des series ordonnées suivant les puissances de t et 8'annulant 
avec t. De plus pour < = o, -J^ ne s'annule pas, mais 



dt dt dt^ 
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Nous aurons d'ailleurs 

ds' =dtip{t), 

^ étant une serie développée suivant les puiBsances de <, et je supposerai 
de plus que d' est égaleineut développable suivant les puissances de t. 
Cela pose: 

est développable suivant les puissances de t ^ x^^ x^ et x^. 

Ecrivons Téquation: 

r' = o 

et résolvons-Ia plus rapport ä t\ eette équation comportera deux solutions: 

t = 0^{x^ , x^ , x^)y t = 0^{x^ , x^ , re,) 

qui s'annulent pour x^ = x^ = x^ = o. Ces deux solutions sont imagi- 
naires bien entendu. 

Considérons le produit {t — 0^){t — Ä^) et posons: 

Y et Z seront deux series procédant suivant les puissances des x. De 

plus on aura 

r'=={t'—2Yt + Z)0, 

6 étant une serie procédant suivant les puissances de t , x^ j x^ ^ x^ et 

ne sannulant pas pour 

< = rCj = a?, = 0^3 = o. 

Pour tous ces théorémes, je renverrai au niénioire de Wkierstkass sur 
les fonctions de plusieurs variables (Oeuvres Complétes, Toine II, 
page 135 sqq) et au debut de ma thése inaugurale (Paris, Gauthier- 
Villars, 1879). 

On aura donc: 

V — r^ '^^ — C__Jldt___ 

~ J yJ~9^r — 2Yt + Z ""J yJt^—2Yt + z' 

U étant une serie développée suivant les puissances de t et des x. 
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Cela pose, nous allons nous proposer de inettre U sous la fonne 
suivante: 

(i) u=U,+ 0{t-Y) + ^^{t'-2Yt + Z), 

Uq étant une serie développée suivant les puissances des Xy et ,0 une 
serie développée suivant les puissances des x et de t. 

Si nous inettons U sous cette forme, nous en déduirons la valeur 
de Vj car Tintégraie indéfinie sera 

Uq l^g [(< —Y) + \/t' — 2Yi + Z] + y/t'—2Yt + Z. 

Si U était un polynöme, il se mettrait sous la forme (i) par un procédé 
bien connu. Mais U étant une serie, il faut démontrer que ce procédé, 
toujours applicabie, conduit a un resultat convergent. 
Posons 

Téquation (i) devient: 

Comme U est développable suivant les puissances de t et des x et Y 
suivant les puiseances des X] la fonction U sera développable également 
suivant les puissances de ^ et des x. 

D'autre part tj est développable suivant les puissances de x; mais 
nous ne nous servirons pas de cette propriété et nous traiterons rj comme 
une variable indépendante. 

En conséquence dans Téquation (i'): 

1° U sera une serie donnée procédant suivant les puissances de $ 

et des X, 
2^ U^ sera une serie inconnue procédant suivant les puissances de tj 

et des X. 
3® sera une serie inconnue procédant suivant les puissances de ^, 

de 7j et des x. 
Ecrivons alors: 

0= 00+rj^i +7'<^, + •••• 
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Alors Téquation (i') se décoiiipose dans la serie tréquations sui vantes: 






^(1^0 + ^'^ + % = U, 



(2') ^ » ^ ^ df ^ » d$ ' 



.td0, . d0. 






I^ous somines ainsi conduits ä envisager Téquation: 

S^^f™ étant une sérle donnée procédant suivant les puissances de f. 
On y satisfait en faisant: 

On peut donc calculer les 0^ et les u^j mais il reste ä savoir si le dé- 
veloppement converge. 

Pour cela je compare Téquation (i') ä la sui van te: 

(i") U'== U'o + e(P' — ^{0' — 9>') 

U' est une serie donnée procédant suivant les puissances de f et des x. 
Uq et 0' sont des series inconnues procédant la premiére suivant les 
puissances de rj et des Xj la seconde suivant celles de f, de tj et des a;, 
et oij enfin ^' est ce que devient 0* pour f = o. L'équation (i") en posant: 

t/; = Trj-K,, 0' = Z^- c, <p' = ^^^'n. 

se décompose en une serie d'équations: 

^0', + w; = u\ 

(2") ^ 
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Supposons que U' ait tous ses coefficients positifs et plus grands en valeur 
absolue que ceux de U et coinparons les équations (2') et (2"); soit: 

0^ = IB^^^^^^^x^i^xt^xt*, 00 = £B'o?"'-^'x'i'xt'xt% 



Il viendra: 

ce qui montre que les J5' sont positifs et que: 

B',>\B,\. 

La convergence des series dans le cas de réquation (i") entraine donc 
la convergence dans le cas de Téquation (i'). 
Or on satisfera a Téquation (i") en faisant: 

Inutile de dire que U'{yj2^) représente ce que devient U' quaiid on y 
change f en y/2^. 

On voit en eflfet que dans ces conditions U* — C/J — ff ' est divisible 
par $^ — 2iy. 

Ainsi nos series convergent et U peut se mettre sous la fornie (i). 

Nous pouvons alors trouver la valeur de V puisque nous avons Tinté- 
grale indéfinie: 

^0 ^og[t—Y+^t*'-2Yt + Z]+ 0yJt'—2Yt + Z. 

Nous supposerons que les deux extréinités de la courbe attirante corres- 
pondent aux valeurs t^ et t^ du paramétre t] de sorte que les deux limites 
d'intégration seront t^ et t^. 
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N0U8 supposerons d'abord que t^ et t^ ne sont pas nuls et que par 
exemple 

En d autres termes, nous étudierons le potentiel dana le voisinage d*un 
point de la courbe qui n'est pas une des extrémités. 

Dans ces conditions U^ , 0(<,) , Ö>(<o), et les deux radicaux: 



sont des fonctions holomorphes des X] il en est de méme de 

log [t, — Y+ yJt\-2Yt,+Zl 

Car le radical est développable suivant les puissnnces de F et de Z et 
le logarithme ne devient pas infini pour Y = Z = o. 
Il n'en est plus de méme de 

log U0 — Y+ ^tl-2Yt, + Z] 
car si Ton fait Y = Z = o, il reste 

log {t, + v/^. 

Si Ton convient de prendre la dctermination positive du radical; il faudrn, 
puisque t^ est négatif, prendre 



v/'o' = — 'o 



d'ou: 



Au contraire 



log (^0 + v/o) = 'og (/, - t,) = CO. 



Iog(— /, + Y+^'tl-2Yt, + Z) 



se réduit pour Y = Z = o a log( — 2/^) et n'est pas infini; c est donc 
une fonction développable suivant les puissances des x. 
Or nous avons: ' 



^<^g{to—Y+yJtl-^2Yt, + Z) 
=-- log (Z- r) — log {-t^ + Y+ yJil-2Yt, + 7). 
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Donc: 

Théoréme 9; le potentid V ctune courbe attirante est egal dans le 
voisinage d'un poinf de cette courbe gui rCest ni une extrémité de la courbe, 
ni un point singulier; ce potentiell dis-je, est egal å une fonction U^ kolo- 
morphe par rapport aux rr, multipliée par log(Z — Y^yplus une autre fonc- 
tion holomorphe des x. Uailleurs Z — F' est aussi une fonction holo- 
morphe des x. 

Supposons maintenant ^^=o; ou en d^autres termes, étudions le 
potentiel dans le voisinage d'une des extrémités de la courbe. Alors 



y/tl—2t,Y+ Z 



se réduit ä ^ et n'e8t plus une fonction holomorphe des x. Mais Z 
est egal a x\ + xl + x^^y multiplié par une fonction holomorphe des x 
ne 8'annulant pas avec les x. 
On a d'autre part 



log (^0 — ^ + \/n + 2t,X +Z) = log {yjz — Y). 

Le potentiel est alors egal a la fonction holomorphe U^ multipliée par 
log{y/Z — y), plus une fonction holomorphe, plus une autre fonction ho- 
morphe multipliée par \/»; + «J + »J . 

En resumé soit une courbe attirante AOB, décomposons-la en deux 
segments ^0 et OB) et prenons le point O pour origine. 

Dans le voisinage du point O, le potentiel du premier segment sera 

Uo Iog(s/Z — Y)+n+ W^xl + :el + xl) 

et celui du second segment: 

U^ log (VZ +Y) + H'— WyJ^rV^+4 



U^jHjH' et W étant des fonctions holomorphes; celui de la courbe 

entiére sera: 

U,\og{Z-Y') + n + H'. 

Pour bien nous rendre compte de la signification de ce resultat, cher- 
chons d'abord ce que c'est que la surface Z — y^ = o; Téquation 

Z= Y' 
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signifie que Téquation en t 

t*—2tY+Z=o 

« 

a deux racines égales; or cette équation en t est équivalente a la suivante: 

r = o. 

Supposons donc que du point x^ y x^ , x^ comme centre nous décrivions 
une sphére de rayon nul. Cette sphére coupera la courbe attirante en 
un certain nombre de points imaginaires; le lieu des points x^jX^yX^ 
qui sont tels que deux de ces points imaginaires d'inter8ection se con- 
fondent est précisément la surface 

Cette surface est imaginaire, mais elle présente une courbe reelle qui 
n*e8t autre chose que la courbe attirante. 

Cherchons maintenant la signification de U^. 

Notre potentiel V est egal ä Tintégrale: 



f. 



Udt 



y/t^ ^2Yt + Z 



La fonction sous le signe T, considérée comme fonction de t, présente 

un certain nombre de points singuliers. Représentons ces points sin- 
guliers dans le plan des t] nous ne nous occuperons que de ceux d'entre 
eux qui sont voisins de Torigine; ils sont au nombre de deux qui sont 
les racines de Téquation en t 

<'— 2/F + Z=o. 

Soient r et t' ces deux points: 

Quand les variables x varieront, ces deux points r et r' varieront 
également; et quand les x auront décrit un contour fermé; ces deux 
points T et r' décriront des contours fermés ou s'échangeront entré eux. 

Dans ce dernier cas (ou bien encore si r et r' décrivent des contours 
fermés, mais de telle sorte que r ait tourné autour de r') Tintégrale dé- 
finie V ne reprendra pas sa valeur, mais elle augmentera d'une période. 

Äeta nuUhematiea 22. Imprimé le 14 jaJn 1898. 15 
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Gette période que j'appelle /7 sera l'intégrale 

Udt 



/: 



yJt^—2tY+ Z 

prise le long d'uTi contour fermé enveloppant les deux points r et f. 
Or les diverses déterminations de notre intégrale définie V correspondent 
aux diverses déterminations du logarithme 

log (z-n 

Quand ce logarithme augmente de 2t;r, V augmente de ata-ZJ, ; on a donc: 

n = 2iirU^. 

Il serait d'ailleur8 aisé de vérifier que la période fl est une fonction 
holomorphe des x. En effet, le contour fermé le long duquel cette 
intégrale est prise peut étre choisi d'une maniére quelconque pourvu 
qu'il enveloppe r et r'. Je le choisirai donc fixe et indépendant des x. 
Comme il passé toujours a distance finie des deux points r et z', la fonc- 
tion Rous le signe C est en tous ses points, holomorphe par rapport a t 

et aux X. LMntégrale est donc une fonction holomorphe des x. 

C. Q. F. D. 

Il faudrait pour étre complet, étudier V dans le voisinage d'un 
point singulier de la courbe attirante, par exemple d'un point de re- 
broussement. Je me contenterai de la remarque suivante: 

Soit p la distance du point x^ , x^j x^ au point singulier. Le produit 
Vp tend vers o quand le point x^ j x^ , x^ se rapproche indéfiniment du 
point singulier en suivant uno courbe quelconque non tangente a la 
courbe attirante. 

Revenons a notre fonction C7^, cherchons sa valeur quand les x 
s'annulent; c*est au facteur constant prés Itt Tintégrale: 



f 



Udt 



J Ve - rXi - T) 

T 

Si les X sont tres petits, r et r' sont tres voisins Tun de Tautre et de 
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zéro et quand t varie de r a t', ^ reste tres petit Alors sous le signe 

J le fonction U ne prend que des valeurs tres peu diflFérentes de -4, 

A étant la valeur de U quand t et les x s'annulent. 
L'integrale différe donc peu de 



'/: 



di .. 

= A%n. 



y/{t ^ T)(t - z^) 



Ainsi Uq se réduit a A quand les x s'annulent. 
Or nous avons 

^ = v^r (^)* 5 ^(' - ^)(^ - o = 2'(^' - ^y- 

Quand les x 8'annulent; r et r' »'annulent et il reste: 

et^ = l'x'\ 
Si t est trés-petit, on a seiisiblement 



,dx- 



il reste donc: 



/dx'^ 



» = IG -r 



On en conclut: 



£/=(r. 



Ainsi sur la courbe attirante, la fonction U^ uest autre chose que la densité. 
Ce que nous venons de dire de Tintégrale 



rffds 



s'applique sans aucun changernent si la courbe attirante, au lieu d'étre 
dans Tespace ordinaire, est dans Tespace ä n dimensions et si au lieu de 
trois variables x^ , x^y x^j nous en avons un nombre quelconque. 
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Revenong encore sur quelques points de déteil et d'abord sur la 
generation de la surface 

Z = Y\ 

Cest Tenveloppe d*un cöne isotrope (c^est ä dire d'un sphére de rayon 
nul) dont le sommet décrit la courbe attirante. On voit aisément que 
c est une surface développable. 

Reprenons la formule donnée plus haut: 

on en tire: 



åV 



- :^ ,„g (z- ro + v, ^-J=i^Q + '-^^±^ 



et 

dx^ dx^ ^ dx^ ^ ^ ^ a«, " dx^ 

Je reniarque que U^ et -j-^ sont des fonctions holomorphes des x et que 

dX. 

le second membre est egal a une fonction holoraorphe des x divisée par 
Z— Y\ 

Donc V satisfait ä une équation linéaire du premier ordre a second 
membre et a coöfficients holomorphes. 

Il est intéressant, un point de vue de la généralisation qui va suivre 
de retrouver ce resultat par une autre voie. 
Nous avons: 

^d'ifidt 
r 

et nous en tirons aisément: 



-B 



dy 

dx 



'rm'W-r£M 



Les fonctions <?'^, r^ et 



*ém^r^d',p^M 



dx, dx 
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8ont holomorphes pur rapport a / et aux x; de plus le développenient 
de r' comiuence par des terrnes du 2^ degré, celui de d'^ par des terrnes 
de degré o; celui de M par des terrnes du degré i. Nous poserons: 

d^ip = N 

de sorte que nos intégrales prendront la forme: 






Mdt 



Transformons ces deux intégrales, et d'abord Tintégrale V; nous allons 
cLercher ä inettre Tintégrale indéfinie sous la forme: 



/^' . */^J + iV 



P étant une fonction holoniorphe de t et des a;, et une fonction ho- 
lomorphe des x seulement. 
Cela nous donne: 

(3) isr=<^+.'f +4;p. 

Gette équation (3) présente une grande analogie avec Téquation (T); 

elle pourrait, soit se traiter de la méine maniére, soit 8'y raniener par 

une transformation simple; mais, au point de vue de la généralisation, 

je préfére suivre une autre marche. 

Je développe r^ suivant les puissances de t et des x, et je fais de 

méme pour N ^ P et 0; je groupe ensemble les termes de méme degré 

et j'écris: 

r> = F, + F3 + . . . , 

<P = <^o + <^i + <^3 + • • • ' 

P=P, + P, + .... 

La notation jP^ par exemple représente un groupe de termes homogéne 
par rapport a ^ et aux o;. 
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L'équation (3) se décoinpose alors et nous donne: 

-^0 — »'0 ' ^i ^i 2 dt O' » *^» ^ ' <Z< ^ 2 dt > ^ 2 dt • ' 

N =0 4.F^« + i^'P +ir^ + i'!f^P +':^p 
-t», '^a -r -^1 ^, -t- 2 rf< ^'^ -^^ dt ^ 2 d< > ^ 2 d< •• 



La premiére équation nous donne 0^ ; de la seconde, on tirera P^ et 0^ . 
La troisiéme nous donnera Pj et 0^, la quatriénie P, et 0^, etc. 
En general ces équations prendront la forme: 

jy^ étant un polynöme connu homogéne et de degré k + i par rapport 
a ^ et aux x. 

Pour résoudre cette équation, posons: 

P, = lAj", i/,+, = IBJ", F, = C\t' + 2C\t + C,. 

Les -4 et les B sont évidemment des polynömes homogénes par rapport 
aux X. Les degres respectifs de A^yB^yC^yC^fC^ sont ä — m,Ä; + i — m, 
o , I et 2. 

En égalant les termes en <*", on trouve: 

mC\A^^, + (2m + i)C,A^ + {m + i)C\A^^, = B^. 

Couime C, est une constante, on fera successivement dans Téquation 

précédente 

m = k -{' i y k y k — i , . . . , 2 , 1 

ce qui permettra de calculer successivement 

Ajt y Ajl.__l y . . . y Aq 

qui seront des polynömes entiers par rapport aux x. 

La derniére équation qui correspond au cas de m = o est d'une 
forme un peu différente, elle s'écrit: 

3C,A, + 2C,A, + <P,+, = B, 
et elle nous donne 0t^i. 
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On peut donc mettre N sous la forme (3), la question de convergence 
des series demeurant réservée. 

Occupons-nous maintenant de transformer Fintégrale: 



dV _ f Mdt 



Je m'appuierai sur le lemme suivant, sur lequel je me réserve de re- 
venir plus loin. 

Soient trois fonctions holomorphes M j A^ et A^. Si M s'annule 
toutes les fois que A^ et A^ 8'annulent a la fois, (au raoins dans le 
voisinage de Torigine), on peut trouver deux fonctions holomorphes B^ 
et J5, telles que Ton ait identiquement: 

M = A^B, + A,B^. 

Considérons les deux fonctions holomorphes 

9 dr 

r et r^-7 ' 
ät 

Pour qu'elle8 s'annulent ä la fois, il faut que Téquation 

t^ — 2Xt + Z = o 
ait deux racines égales; c'e8t ä dire que 

Z— Y' = 0. 

La fonction (Z — Y^)M s^annule donc toutes les fois que ^' et r -5- 
s'annulent a la fois de sorte qu'on peut poser: 

{Z-Y')M=r'B, +r^,B,, 



dt 



B^ et B^ étant holomorphes; on en déduit 



fm^^z-y')=f{B,+'-§^) 



dBA dt B. 
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Uintégrale 

/(^. + 1) 7 

peut se traiter coinme F, ce qui inontre qu'elle est égale a 



.;. 



+ Fr 



0" et P étant holomorphes; on a donc finaleinent: 
(4) {Z - Y^)J^ = (P-y i' + Pr-^. 

Il reste ä traiter la question de la convergence des series. 

Pour démontrer la convergence de la serie P qui entralne celle de 
toutes les autres, j'emploierai la méthode des fonctions raajorantes et je 
coinparerai Téquation (3) a Téquation: 

(3') ^" = <P" + j^ {P"F") 

o\x N" est une serie donnée, holomorphe en t et x et dont tous les coöflfi- 
cients sont positifs et plus grands en valeur absolue que ceux de iV; 
ou C^' et P" sont deux series inconnues holomorphes la preniiére en a;, 
la seconde en t ut x^ oii enfin 

F" = !:^ — ö 



G étant une serie dont les coéfficients sont positifs et égaux a la valeur 
absolue de ceux de r' — C^t^, 

LMntégration de Téquation (3') est d'ailleurs facile. 

On en tire: « 

F'F" = fN"df — 0"t — 0'" 

0"' étant une nouvelle serie holomorphe en X] on peut toujours choisir 
les deux series inconnues 0" et (P'" de telle fa9on que le second membre 
soit divisible par F"; on obtiendra ensuite immédiatement P". 
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Cela pose, reprenons Téquation (4) et réquation qui donne la valeur 

, CNdt 

de I ; nous en tirerous: 

(5) {Z- Y^0f^- ^j^ = {0F-P^)r + ^. 

Cherchons les valeurs de O et de ^, et pour cela prenons Téquation: 



/^-/ 



— |- Pr. 



Prenons les intégrales le long d'un contour fermé enveloppant r et r'; 
le premier inembre devient egal a U^ ; soit J Tintégrale 1 — prise le 
long de ce méme contour. Quant a Tintégrale 

fd{Pr) 

prise le long d'un contour fermé, elle est nulle; il vient donc: 

Nous avons vu que U^ est une fonction holomorphe des x ne s'annulant 
pas avec les x. Pour la méme raison, il en est de méme de J. 
On trouve de méme, en partant de Téquation (4) 

(z— r)^-^= 0\T 

et alors Téquation (5) peut 8'écrire: 



(Z- 7») 



f'./^- f /"i -[^'.^-^^(^- ^)]'+'^ 



ou en prenant les intégrales entré les liraites t^ et <, 

dV ,.dU. 



(^-nlPo^,-"^)»*- 



étant une fonction holomorphe des x. 

G. Q. F. D. 
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§ 5. OénéralisaUon. 

Je me propose d'étendre les resultats précédents au cas d'une varieté 
attirante ä w — 2 dimensions dans Tespace a n dimensions, la loi d'attrac- 
tion étant en raison inverse de la puissance n — i des distances. 

Soit v la varieté attirante, O un point de cette varieté dans le 
voisinage duquel nous voulons étudier le potentiel. Nous supposerons 
que ce n'est pas un point singulier et nous le prendrons pour origine. 

Les équations de la varieté v prendront la forme suivante: 

les ^^ étant holomorphes et s'annulant avec les t. 
L^expression 

est développable en serie procédant suivant les puissances des x et des t 
le développement commence par des termes du 2^ degré; je pourrai 
toujours choisir les variables auxiliaires t de telle fa9on, que quand les 
X sannulcnt, les termes du second degré de r^ se réduisent a 

M I '2 1 • • • "T 'm-2» 

Cela pose, le potentiel cherché sera représenté par Tintégrale n — 2^'** 






N désigne unc fonction holoinorphe des t et des x et j'ai désigné pour 
abréger par da le produit: 

(la = dt^dt^ . . . df„_>2* 

I/intégrale V n*est pas une fonction holomorphe des t et des x parce 
que r sannule avec les / et les Xy c'est a dire dans le champ dMntégra- 
tion. Voyons d'un peu plus prés en quoi consiste cette singularité. 

Représentons dans lespace a 2n — 4 dimensions les parties reelles 
ot imaginairts des n — 2 variables complexes /^ , ^^ , . . . , f^_^. 
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LMntégrale V est une intégrale n — 2^^" étendue aux elements iViiue 
certaine varieté w k n — 2 dimensions située dans cet espace a 2n — 4 
dimensions. 

Gette varieté est dailleurs plane; soit en effet 



fk = ^k + yj-iv^. 

Comnie dans Tintégrale V, nous ne donnons aux t que des valeurs 
reelles, nous aurons 

V^ = V^ = . . , = Vf^_2 = O. 

Cest la Téquation de notre varieté w. Mais cette varieté n'est pas in- 
définie, elle est limitée par une varieté än — 3 dimensions que j'appellerai 
X et qui aura pour équations 

Pour achever de définir la varieté Wj il faut donc adjoindre aux équa- 
tions Vjt = o, rinégalité f> o. 

La varieté A est ainsi le bord de la varieté w. 

Le point 

n'appartient d^ailleurs pas a A; cnv nous n'avons pas supposé que le point 
O se trouvait sur le bord de la varieté attirante v. 

l)'aprés un théorcme connu, généralisation de celui de Cauchy, (ef. 
Mémoire sur les résidus des intégrales douhles, Aeta mathematica, tome 
9), Tintégrale ne changera pas quand on la prendra le long d'une autre 
varieté w'y ayant méme bord que w, pourvu qu'on puisse passer d'une 
maniére continue åe w k w' sans rencontrer de point singulier. 

Quand le point x^ j x^j . . , , x^ décrira certains contours fermés, il 
faudra déformer la varieté w d'une maniére continue de telle fa9on que 
sur cette varieté ne se trouve jamais aucun point singulier; quand le 
contour fermé aura été complétement décrit, il pourra se faire que la 
varieté w ne revienne pas a sa forme primitive, et se soit changée en une 
autre varieté w\ 
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L'iiitégrale V se sera alors changée en V+ U^y U^ étant une périodc» 
de rintégrale (n — 2)^^* 

.H-7 



fl 



Pour aller plus loin, nous allons appliquer la méme inéthode que dans 
le cas de Tespace ordinaire. 

Nous allons chercher ä mettre N sous la forme: 

C) *'='-"lf-(''-4)If.'-^+* 

ou est une fonction holomorphe des x et les P^ (ä:= i , 2, ..., n — 2) 
des fonctions holomorphes des x et des t. 
Cette équation équivaut en effet ä: 

Décomposons les series N y P^ , , r^ en groupes de termes hoinogénes 
tant par rapport aux t que par rapport aux x. Soient 

les groupes de termes de 



N, P,,0,i 



.3 



qui sont de degré fx par rapport aux x et de degré v par rapport aux t. 

Nous allons calculer les groupes inconnus P^„^ dans Tordre suivant: 
on commencera par les termes ou /i + v est le plus petit et on rangera 
les groupes dans Tordre des /£ + v croissants; les groupes correspondant 
a une méme valeur de /£ + v seront rangés dans Tordre des fx croissants. 

Nous aurons donc en posant pour abréger 

en nous rappelant que 

Fo., = It* 
et en désignant par M un ensemble de termes déja calculés, homogénes 
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de degré /£ par rapport aux x et de degré v + i par rapport aux t^ 
nous auroDS donc, disje: (en égalant dans (3) les termes de inéme degré) 

(3) ilf = £<»£^-(«-4)^/7A- 

Nous poserons 51 777" ^ '^ ^^ ^'^^^^® part, on peut poser et cela d'une 
infinité de maniéres: 

Nous chercherons donc a faire: 

A, = t,Z—[n—é,)lh 
d'oii Ton tire aisément: 



•£'£:-(' + ')^ 



en tenant compte de 



car Z est homogéne de degré v — i par rapport aux t. 

Nos équations nous donneront donc Z et les //^. 

En égalant dans Téquation (3) les termes de degré /i par rapport aux 
ic et o par rapport aux t, on a une équation qui donne 0^. 

Il resterait a traiter la question de la convergence des series; comme 
les théorémes que je démontre dans ce paragraphe et dans le précédent 
ne sont pas indispensables pour raon sujet principal, je ne veux pas trop 
m'y attarder et je me bornerai a indiquer la marche générale de la de- 
monstration. 

Il est d'abord facile de mettre r^ = F sous la forme suivante: 

r^ = F = u] + ul + . . . + <_2 + z 

oii Ujt est une serie développée suivant les puissances de t et des a;, 
commen9ant par des termes du i^' degré, et dont les termes du i*' degré 
se réduisent a t^ quand les x s^annulent; 

oii z est une serie développée suivant les puissances des x et com- 
men9ant par des termes du second degré. 
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Cela pose 1'iiitégrule 



■ 



|.»— 2 



devient: 

N^du^ du^ . , . dun—i 



f 



^n— 2 



ou A est le jacobien des / par rapport aux u; ce jacobien étant une 
fonction holomorphe des t et des x, et aussi des u et des x, nous voyons 
que nous pouvons toujours supposer que Ton a: 

car les « peuveiit jouer le méme röle que les t. 

Supposons donc 

r* = It* + z- 



Notre équatioii devient niors: 



dP 



(4) U"^' + ^)I ^ - (« - 4)^ W = N-(t^- 

Notre fonction N peut se développer en une serie absolument convergente 
de la forine 

oii p est un entier pair et ou Y est un polynonie honiogéne de degré 
a par rapport aux t et satisfaisant a Féquation 

et ou enfin on a pose 

Cherchons ä satisfaire a la fois aux équations 

r^=o, itp = — !-v- 

^^ di n — ± ^ 
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Pour cela faisons: 

o\x a et b sont des coöflFicients qu'il g'agit de déterminer. Pour cela on 
trouve les deux équations: 

aa + b = - 



n 



OL + ft+b{a + fi + n— 4) = o 

dont le déterniinant ne s'annule que pour 

a = o ou a + n — 4 = 0. 

Coinme n est plus grand que 4, cette seconde hypothése ne peut se 
réaliser, inais nous devons exclure le cas de a = o. 

Appelons donc N^ Tensemble des tennes de N pour lesquels a sera 
nul, de sorte que N^ sera fonction de />' seulement et résolvons Téquation 

(4') i^'' + ^)r §- {n-4)S{tP) = N- N, ; 

cela pourra se faire en prenant: 

(les termes o\\ a est nul etant exclus); comnie les coefFicients a et fe sont 
lirnités, la serie est convergente. 

11 fa ut inaintenant trouver des series P^ satisfaisant a Téquation: 

(4") {p^ + ^)y^'§-(:n-4)i:tP=K-0. 

Nous poserons: 

P, .= /, Q 

Q étarit une fonction de />*; Téquation devient: 

ip' + ^)[(« -^)Q+p'^]-{n- ^)p' Q = N,-0 
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ou bien: 



d r Qp'-'' -1 



11—3 
w— 2 



(p' + z) * 



L'équation est tout a fait semblable k cellc qui a été traité dans le 
paragraphe précédent, et pourrait se traiter de la méme maniére. 

On pourrait dire aussi: nous déterminerons ä Taide de Téquation: 



r p"~* % 



N,p'-'d p ^ 

n— 2 ^ I «— ^ 



les intégrales étant prises le long d'un contour fermé entourant les deux 
points 

/> = + v/— ^' 

Si dans ces intégrales on pose: 

P = p'yjz 

et qu'on prenne les intégrales suivant un contour entourant les deux 
points yo' = ± i, Fintégrale du second membre sera une constante; dans 

celle du 2^ membre la fonction sous le signe C sera une fonction holo- 

morphe des x et dfi y/z] devra donc étre une fonction holomorphe des 
X et de yjz; et j'ajouterai des x et de Z] car ne change pas quand 
y> se change en — yjz. 

Si est une fonction holomorphe; il est clair qu il en est de méme de Q. 

On pourrait aussi ramener nos intégrales par des integrations par 
parties aux cas simples n = 3 ou n = 4. 

Pour résumer cette longue discussion: 

Tintégrale V peut toujours étre mise sous la forme: 



ConsidéroQS maintenant Tintégrale: 



H—i 






dV rMdff 
dx. 
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oix 

M = r''^^^ + {n-2)N{x,-x[) 

est une fonction holomorphe des t et des x. 
Coiisidérons les équations: 

, X ^ dr dr dr 

^'^^ dt^ dt^ dtn-'2 

et éliminons les t entré les équations dont les premiers raembres sont 
holomorphes en t et en x; nous obtiendrons une certaine équation: 

(6) H= o 

dont le preraier membre sera holomorphe par rapport aux o?. En 
appliquant le méme lem me que dans le paragraphe précédent, nous 
pourrons écrire: 



HM = Ar' + B,r% + B,r% + . . . + B^_,r ^' 



dt, ^ ^"^' dt, ^ • • • ^ ^-^' dtn^,' 

A et les B étant holomorphes en t et en x; car H s'annule toutes les 
fois que les équations (5) sont satisfaites. 

Ce lemme est bien connu; et d^ailleurs, en ce qui concerne son appli- 
cation actuelle, il suffit pour lui donner une évidence immédiate, de 
rappeler que nous avons vu quon peut toujours supposer: 

r' = St' + z 
d'ou 

^^ a TT 

Cela pose notre intégrale devient 

/TO- 1 
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trouvera finalement Téquation suivarite analogue a (2) ainsi qu'a Téqua- 
tion (4) du paragraphe précédent: 



(7) «/^=:£/|(A.).,+^j- 



da 



N0U8 navons plus qu a continuer le raisonnement comme dans le para- 
graphe précédent 

Dans Téquation (2) comme dans Téquation (7), le premier terme du 
second menibre est nul si Tintégrale est prise le long d'une varieté fermée; 
elle est une fonction holomorphe des x dans le cas contraire. 

Prenons d'abord les intégrales le long de la varieté fermée qui 
correspond a la période U^ dont nous avons parlé plus haut, les équa- 
tions (2) et (7) nous donneront: 

J étant la période de Tintégrale / -^^ , laquelle période est une fonction 

holomorphe des x ne s^annulant pas avec les x. 

On tirer^ alors des équations (2) et (7) (en prenant les intégrales 
dans les limites qui conviennent a V): 

jj.. dV ^.dU. 



Ki-^m-".' 



öj étant une fonction holomorphe des x et on trouverait de méme 



^1 ^. £ - ''i^) = ».• 



"{''>'£- y'é) = »■■• 



ces équations peuvent sécrire encore: 



,/V\ __ O^dx^ + O^dx^ + . . . + Bndx 



HVl 
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Posons : 
Texpression : 

devra étre une différentiellc exacte ce qui entraine Tidentité: 

Cette équation nous montre d'abord que pour 5"= o; on a A^ = A^ et 
de méme: 

Ji^ ^ -^2 ^^ • • • ^^ -"n ' 



Comme les A^ sont arbitraires pourvu qu'ils se] réduisent ä —^ pour 

H = o, nous pourrons supposer que tous les A^ sont égaux et supprimer 
Tindice k; notre équation devient alors en divisant par H: 

dAdH (lÄdH Tfi^^i ^-^»\ _ 

dx^ dx^ dx^ dx^ \dx^ dx^ ) ' 

ce qui montre que Ton peut regarder A comnie une constante; car si 
Ton a If = o, dB = o, il vient dA = o. 
Il vient alors: 

d(y-\ = Ad log U + B^dx^ + B^dx^ + . • • + BJx^. 

Comme il est aisé de vérifier que les B ne peuvent étre que des fone- 
tions holomorphes des Xy nous déduirons: 

V = AUq logÄ+ fonction holomorphe des x. 

Il nous reste a voir quelle est la signification de cette varieté Ä = o, 
qui joue un grand r61e dans Tanalyse précédente. 
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L'équation 



r' 



ent réquation d'une varieté an — i dimensions que j'appelle Ä" et qu'on 
peut assirniler a un c6ne ayant son sonimet en un point P de la varieté 
attirante v. La varieté K est le lieu des points dont la distance a P 
est nulle; elle est donc imaginaire et n'a d'autre point réel que le point 
P lui uiénie. 

Quand le point P se déplace sur la varieté v, la varieté K se 
déplace égaleinent et son enveloppe s'obtient en élirninant les t entré les 
équations (5); cest donc la varieté a w — 1 dimensions 

H=o. 

Gette varieté est donc imaginaire et n'a d'autres points réels que ceux de v. 
Considérons une fonction holomorphe i^ de n variables complexes 

2?, = rr, + i//j, ^3 = a;, + 1^3 , . . . , z^ = x^ + iy^ 

et considérons les x et les y comme les coordonnées d'un point dans 
Tespace a 2w dimensions. 

L'équation F = o se décompose en deux autres obtenues en égalant 
il zéro la partie reelle et la partie imaginaire de F\ elle définit ainsi 
une varieté a 2n — 2 dimensions que j'appelle v. 

Nous verrons plus loin que la fonction 

log I F| 

est égale au potentiel do la varieté attirante v plus une fonction holo- 
morphe des X et des y. 

Nous devrons donc avoir: 

log I F| = U, log // + 0, 

V^y II et étant des fonctions liolomorphes des x et des y. 

1/équation | F\ = o doit donc colncider avec Téquation H = o. 
I/iMjuation |/^'| =0 représente une varieté a 2w — i dimensions qui est 
imaginaire et dont les seuls points réels sont les points de la varieté ä 
2// 2 dimensions o. 
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Vérifions donc que la varieté |F| = o est bien Tenveloppe des va- 
riétés r' = o. 

Observons d'abord que, si nous laissons de cöté les points singuliers, 
nous pouvons écrire* 

oii f est une foiiction holomorphc de z^ ^ z^y . . . j z^^^ et ou est urie 
fonction holomorphe de ^j , j?, , . . . , ^„ qui ne s'aimule pas dans le voisinage 
du point considéré. 
Soit 

de sorte que f^ et f^ sont des fonctions holomorphes de 

les coefficients des développenients de ces fonctions holomorphes étant réels. 
La varieté ä 2n — 2 dimensions v a pour équations: 

^n = /l> Vn ^^ 12 

et la varieté imaginaire a 2n — i dimensions |7<'| = o a pour équations: 
(8) K-A) + '■(//.- ^J = o. 

Cela pose soit icj , ajj , . . . , :r^, yj , yj > • • • > K ^^ point de v, la varieté 
correspondante r^ = o a pour équation 

(9) S{x,-<y + ^iy.-y[y = o. 

Il faut chercher Tenveloppe de cette varieté, en faisant varier 

Xl y X.^ y ^ , , y ^n— 1 » 

2/1 » y-i » • • • ) Vn-Xt 



et en niéinc temps x'^ et y'^ puisque Ton a: 

•^n ==" tiYl > ^1 > • • • > ^n—\ J ifn—l)} 
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On trouve ainsi par la diflférentiation de (9) 

{X. - xi) + K - <)g + (2/, -y'n)^^ = o, 

A cause des relations: 

dxn dyn dxn dyn 



dxjt dyt dyi dxjt 

il vient: 

(o:, - X',) + %, - yi) = (g - i g) [K - <) + i(y. - y;)] 

et en combinant avec (9) 

{x, — x',) + iiy, — y',) = {x^ — <) + t(y„ — y'n) = o. 

On a donc: 
Or 

^k + ¥k = ^i + ^y*. 

Donc: 

^n + iy« = r(^, + i^i , ^2 + ^2/9 » • • • > ^»-1 + *y«-l) 



de sorte qu'on retrouve Téquation (8). 



C. Q. F. D, 



§ 6. Généralisation du théoreme é. 

Soit dans Tespace ä n dimensions une varieté San — i dimensions; 
supposons que cette varieté soit ferrnée et limite un domaine G. 

Soit maintenant C une varieté analytique an — 2 dimensions; nous 
mettrons las équations de la varieté C sous la for me sui vante: 
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Cela pose, considérons les hypersphéres de rayon e ayant pour centre un 
point de C. L'équation générale de ces hypersphéres sera: 

(2) I{x,— ip,Y = s' 

et cette équation contient n — 2 paramétres arbitraires qui son t les t. 
Pour avoir Tenveloppe de ces hypersphéres, il suffit de différentier Téqua- 
tion (2) par rapport aux paramétres <, ce qui nous donne les n — 2 
équations: 

(3) X(^* ^^ir^ ^' (A-l,9,....n-«) 

En éliniinant les t entré les équations (2) et (3) on obtiendrait Téqua- 

tion d'une varieté an — i dimensions que j'appelle K et qui est une 

sorte de Dvariété-canab. 

Posons 

Xt — ^* = Gt^s cos ö + /5a^ sin ö 

et cherchons ä choisir les a et les ^ de telle fa9on que les équations (2) 
et (3) soient satisfaites quel que soit d\ nous obtiendrons les équations 
suivantes qui définissent les a et les ^ 

Za' = Ip' = I, Ia^ = o, 

L^ dtk ^-^'^ dth (Ä-i,s,...,ii-«) 

Je dis que les cosinus directeurs de Télément de surface de K^ c'est ä 
dire les quantités que j'ai appelées 

Dt 

Do 
au paragraphe 2 sont égales a 

^'-^' = a,cosÖ + /9,8inÖ. 
Pour cela il suffit de vérifier que Ton a: 



r(^^)'- . 



et en outre 

a^i — fl _ a^« — ^9 _ ^ ^n — fn 

Z>, ■" Z). "" : • • Dn 
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ou ce qui revient au méme: 



(5) 






.dxt 



(»=»1,2, ...,«— 2) 



Ces conditionB sont évidemment rempliés, car en diflférentiant (2) on trouve 



I K 






dt 



et en conibinant avec (3) on retrouve (5). 
On déduit de la: 

D, = S{at cos + fit 8in 0)D, 
c'e8t Ji dire que D^ est egal au déterminant: 



Or on a: 



dxt dxt dXk dXk n t a - n 



w = t + '{^'"-o + t«''o) 



(1=1, 9,.. .,11) 



et comme £ est tres petit, on peut écrire: 



dxt _ (Lpt 

dt "" di 



Il vient donc, en négligeant e': 



JK = 



ou bien: 



dfk <}fk 

dt, ' dt, ' 



df 



, -T~^ , s ( — a^t sin + 3^ cos ö) , a^ cos ^ + Ä sin ö 

(Itu—S 



^0=^ 



rf^, ' dt, ' 



d^ 



• • • 






Renipla9on8 les lignes m^ et p* du déterminant par deux lignes ainsi 
obtenues; Tune sera obtenue en multipliant la i^'* ligne par a^, la 2^* 
par a, , . . . , la n® par a^, et ajoutant; Tautre en multipliant la i*'® ligne 
par /9p la 2*"*" par /^^ , . . . , la w* par p^ et ajoutant 
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Le déterminant se trouvc ainsi multiplié par 

En tenant compte des équations (4) on voit que tous les elements des 
deux lignes nouvelles sont égaux a o ou a i et on conclut: 

A^p étant le mineiir obtenu en supprimant les deux derniéres colonnes 
et les lignes 7n et p. 

On a — équations de cette forme. En faisant la somme des 

carrés, et remarquant que 

2Xot«y9p — otp/JJ' = I, 
on trouve: 

No US pose rons: 

et il viendru, aux quantités prés de Tordre de e": 

L'aire de la varieté C est donc représentée par Tintégrale n — a'"'* 

et celle de K (en négligeant e') par Tintégrale n — 1^^° 

ejA^dt^dt^'. . . df„_^d0. 

Il nous faut distinguer quels seront les parties de la variété-carial K 

qui conviennent. Nous ne conserveroris de cette varieté que les points 

qui satisferont aux deux conditions suivantes: 

I® Ils seront a Tintérieur de S, • 

I® Leur plus courte distance a C sera précisénient s, et non pas 

plus petite que s. 

Aeta malhematiea. 22. Trapriroé le 80 Jiiin 1898. 19 
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Lcs circonstances suivantes peuvent en effet se presenter: 

I® Il peut arriver que le point x^jX^, . . ,fX^ de X soit a rextérieur 
de S tandis que le point correspondant f j , f^, , . . • , f « de C est a Tin- 
térieur de S, 

2® Il peut arriver au contraire que le point re, , a;, , . . . , rc„ de K 
soit a Tintérieur de S tandis que le point correspondant f i , f , > , . . > f « 
de C sera ä Textérieur de S. 

3® Il peut arriver enfin que Ton puisse du point rCj , ir,, ..., a;„ inener 
deux normales a C, Tune égale ä e, Tautre plus petite que e, de telle 
fa9on que ce point appartienne a /iT, mais que sa plus courte distance 
a C soit cependant plus petite que s. 

Soit K^ la portion de K iformée par les points o^j , re, , . . . , rc^, tels 
que les points correspondanta J^i j f^j > • • • , f « de C soient ä l'intérieur de 
S. La portion de K qui convient au probléme sera alors 

h\ —k + k' — r: 

k. lieu des points x^ y x^ , . . . , x^ qui sont extérieurs a S, mais tels 
que les points f , , f^, , . . . , ^» corrcspondants soient intérieurs a S. 

k% lieu des points a?j , re, , . . . , ir„ qui sont intérieurs a Sy mais tels 
que les points ^^ , J^a , . . . , J^» correspondants soient extérieurs a S. 

k'\ lieu des points d'ou Ton peut mener ä C deux normales, Tune 
égale a c, Tautre plus petite que b. 

Je dis que Taire totale de k y k' et ä" est de Tordre de e'. 

Démontrons-le d'abord pour k et k\ 

Si les deux points x^ y x^ , . . . , x^ ^t f i > f 2 ? • • • > ^n sont Tun ex- 
térieur et Tautre intérieur a S, comme la distance de ces deux points 
est e, la plus courte distance de ^j , f, , . .. , j^„ a S sera plus petite que e. 
Considérons la partie de C formée par les points ^^ , f^^ , . . . , f « dont la 
plus courte distance a S est plus petite que e. Son aire, représentée 
par rintégrale 

fA^dt^dt^ dt„ 

sera, je suppose, égale a A. L'airc de A; + k% représentée par Tintégrale 

efA,df,dt^...dt,d0 
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sera niors plus pctitc quc 

27rsA. 

Je dis que A est de Tordrc de e. 

Pour nous en rendre compte, supposons par cxemple que la varieté 
S soit une hypersphére 

(^1 — ^^lY + (^. — ^,y + • • • + K — «„)' = />' 

et faisons varier p. 

Soit F{p) Taire de la partia de la varieté C contenue ä Tintérieur 
de cette hypersphére. 

Nous allons faire varier p depuis o jusqu^ä p^ par exemple; cet 
intervalle va pouvoir se partager en un nombre fini dMntervalles partiels 
de telle sorte que dans chacun de ces intervalles partiels, F{p) soit une 
fonction analytique de p. 

Si nous donnons ä p une valeur comprise a IMntéricur d'un de ces 
intervalles, A sera egal a 

F{p + e) - F(p - s) 

et cornnie la fonction F est analytique, A sera de Tordre de e. 

On peut d'ailleurs éviter cette difficulté par Tartifice suivant. 

Soit C Tintersection de C et de 5; c est une varieté an — 3 di- 
mensions. Soit f , , f^a , . . . , J^„ un point de C; a^^ et y9^ les valeurs cor- 
respondantes des coefFicients a et /i définis plus haut. 

Considérons Tensemble des points: 

^A = f it + C{oij, cos + l^f, sin 0) 

ö\\ les f jfc (ainsi que les a^ et les ft^) prennent toutes les valeurs qui 
correspondent aux diflférents points de C; ou varie de o a 2;r et C 

de o a e. 

Cet ensemble de points formera une varieté W k n — i dimensions 
qui s'écartera pcu de S, puisque le point {^^ , {^^ , . . . , {^„ est sur S et 
que C est tres petit. 

Rempla9ons S par une varieté S' peu différente, mais comprenant 
la varieté W] il n'y aura plus alors d'aires k et A'; car si le point 
ö? , j? , . . . ; jr„ de C est a Tintérieur de S', il en est de méme du point 
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correspondant x^ y x^ , . . . , x„ de K et inversement. Pour 8'en rendre 
compte, il sufTit de reinarquer que lorsque le point j^^ de C traversc 
S% il est sur C et par conséquent le point correspondant x^ est sur W 
et par conséquent sur /S", puisque W fait partie de S'. 

Passons maintenant ä k"; je dis que Taire de k" sera tres petite, 
non seulernent d'une rnaniére absolue, mais par rapport as. 

En eflfet Téquation de la variété-canal K peut pour e tres petit se 
mettre sous la forme suivante. 

Soient 

F = o, F, =o 

les équations de la varieté C; Téquation de K s'écrira en négligcant les 
puissances supérieures de e: 



dx) 



— 2V/^^^^ dF\dFy 

^ \åxi dxfc dxk dxj 

Gette varieté ne presentera pas de singularité a moins que tous les dé- 

terminants 

dF^ dF^ dF\dF 

dxi dxk dxk dxi 

ne &'annulent a la fois. Si cela n'a pas lieu, dans un ccrtain domaine 
on est douc certain que deux näppes de la varieté K ne peuvent pas se 
couper dans ce domaine, et par conséquent que ce domaine ne contient 
aucunc partie de k". 

Uensemble des points de C tels que tous ces déterminants 8'annulent 
forme une varieté singuliére C" qui aura au plus >^ — 3 dimensions. 

Si le point f 1 , f , , . . . , f « ^^ C n'est pas sur C", nous pourrons 
choisir e assez petit pour étre certains que le point correspondant a^j, 
x^j...yX^ de K n'est pas sur A". 

Soit alors C^ Tensemble des points de C dont la plus courte distance 
ä C est plus petite que å, Nous pourrons prendre e assez petit pour 
que si le point f 1 , f j , . . . , j^„ de C n'est pas sur Cj, nous soyons certains 
que le point correspondant x^ , x^ , . . . , x^ de Ä' ne sera pas sur k". Il 
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est a remarquer que la valeur que lon doit attribuer a e doit étre 
d*autant plus petite que d est plus petit. 

Soit A Taire de Cj, elle sera de Tordre de d. Uaire de k" sera 
plus petite que 27reÄ. Elle sera donc de Tordre de ed. Quand d et 
par conséquent e tendent vers zéro, on voit que le rapport de Taire de 
k" a £ tend vers o. C. Q. F. D. 

Envisageons marntenant une fonction V jouissant des propriétés sui- 
vantes: 

I® Elle est harmonique a Tintérieur de la varieté 5, sauf sur la 
varieté G. 

2® Quand le point a^j , a;, , . . . , rc„ est a une distance s de la varieté 
Cj elle est de Tordre de logs 

3' En méme temps «, dérivée. premié«s son. de rordre de i . 

4® Considérons un point f^ , f,, ..., jp„ de (7 et un point a;^ , a;,, ..., rc^ 
tres voisin du premier, et tel que Ton ait: 

^k — f * = oLk^ cos O + p,,s sin d\ 

les ajb et les ^^ étant les coefficients définis plus haut et correspondant 
au point f ^ , ^^ , . . . , f^»; je supposerai que rcxpression 

tend vers une limite finie indépendante de quand e tend vers o. 

Gette limite que j^appellerai d est évidemment une fonction des 
coordonnées f , , f^j , . . . , f^n du point considéré de C, 

Cela pose, soit 

Ifi j y^ y • ' * y Pn 

un point quelconquc intérieur ä S. Posons 



^n—'l 



Soit ensuite S Thypersphére 
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Dans le domaine limité par la varieté Sy par Thypersphére I et par la 
variété-canal /f, les deux fonctions V et U sont harmoniques, nous 
pouvons donc appliquer le théoréme de Green et écrire: 



/( 



dU ^.dV 



..dU rr«*^\j 



les intégrales étant prises le long des variétés qui limitent le domaine, 
c'e8t ce que je mettrai en évidencc en écrivant Téquation qui précéde 
sous la forme suivante: 



v. tr ^• 



ou bien encore: 



f+f-f + f-f + f='>-^ 



St Kt k k' 



5, représente ici la partie de S qui est extérieure ä K. 
Je vais maintenant faire tendre e vers o. 

Je dis que f tend vers une limite finie et déterininée que j'appel- 
lerai C. En eflfet la varieté San — i dimensions, Tintersection de C 

8 

et de S en a n — 3 ; Taire de S — S, (c'e8t a dire de Tensemble des 
points de S dont la distance ä G est plus petite que e) sera donc de 
Tordre de e'. Si nous changeons e en e', e' étant plus petit que e et 
tel que la diflférence s — e' soit tres petite par rapport a e, si nous 
appelons s Tensemble des points de S dont la distance a C est comprise 
entré e et e'; Taire de s sera de Tordre de s(£ — s'); de plus dans 5, 

les fonctions U et -r- sont finies, tandis que F et -3- sont de Tordre de 
log e et de - . Uintégrale C est donc de Tordre de e — e'. Nous en con- 
cluons que Tintégrale 



/( 



du dv I 
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et méme 1'intégrale 

dV 




dU 

dv 



+ 



v 



dy 



do) 



8 

Ront finies. 

De plus d^aprés les théorémes 2 et 3 généralisés la premiére inté- 
grale est une fonction holomorphe et harmonique des y. 

Ainsi quand e tend vers o, rintégrale C tend vers une fonction 

holomorphe et harmonique des y. 

En méme temps, les intégrales jj, T, C tendent vers o; en eflfet 

k " k' k" 

les aireg d^intégration h ^ k' et k" sont tres petites par rapport a s et la 
fonction sous le signe j est de lordre de - . 

Passons a Tintégrale j. L'aire de S est proportionnelle a e"""^ 

\» 

A la surface de J , F et -3- sont finis; V est egal a — — = et -1— a , , . 

Donc quand c tend vers o, 



dv dv ) 



tend vers (n — 2)F^, V^ étant la valeur de F au point de yj,y,, ...,y^, 
c^est a dire au centre de S. 

La limite de Tintégrale f est donc égale a F^ multipliée par un 

T» 

facteur constant numérique. 

Reste rintégrale f . Elle est égale a 



-/(4r- <y^ 



en representant par 



Taire de C 
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J TT 

V est de Tordre de loojs et -r- est fini, donc 

dv 

tend vers zéro. D^autre part U est egal ä r^~" et 
tend vers ^. Doric Tintégrale C tend vers 

K, 



Cådt 



r désignant la distance de Télément cIt au point y^ j y^ 9 • • • > y»- 

Cest le potentiel d'une varieté attirante an — 2 dimensions, au 

point y^ 9 y^, • ' ' j yn- La varieté attirante est C et la densité de la ma- 

tiére attirante est d. 

Notre équation devient ainsi: 

/- 2-/^3 + ev, = o. 

8 

C étant un coefficient constant. 

Nous arrivons donc a Ténoncé suivant qui est la généralisation de 
notre théoreme 4: 

Notre fonction V est, dans le domaine considéré, égde au potentiel de 
la varieté attirante C, plus une fonction holornorphé et harmonique. 

On pourrait dans la demonstration précédente, remplaeer la variété- 
canal Ä, par d'autres variétés tres peu diflférentes et qui joueraient le 
méme role. 

Nous en ver rons un exemple dans le paragraphe suivant. 
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g 7. Applications aux fonctions logarithmiques. 

Soit F unc fonction des n variables complexes: 

^1 = ^1 + iyv ^a = ^2 + % , • • • , ^« = ^« + ^y« 

holomorphe dans un certain domaine G. 

La fonction 

F = log|F| 

sera une fonction bihannonique des 2w variables a; et y dans tout ce 
domaine sauf sur la varieté a 2n — 2 dimensions 

F=o, 

varieté que j'appellerai C dans ce qui va suivre. 

J^appellerai S la varieté a 2n — i dimensions qui limite le domaine G. 

Nous pourrions en partant de la varieté C, construire, comme dans 
le paragraphe précédent, une variété-canal K k 2n — i dimensions qui 
sera it Tenveloppe des hypersphéres dont le rayon serait e et don t le 
centre serait sur C. 

J^envisagerai ensuite une hypersphére S dont le centre sera un point 
quelconque de G et dont le rayon sera b. Jc désignerai par P le centre 
de cette hypersphére. 

Je désignerai par M le point de coordonnées courantes 



et par r la distance MP, 
J'ai déja pose 

je pose de méme 



F=log|F|; 



U= ' 



^2ii— 2 



La fonction TJ a méme definition qu'au paragraphe précédent; il me reste 
a montrer que la fonction V satisfait bion aux mémes conditions que 
dans le paragraphe précédent. 

Ada matheuiatica. 22. Imprimé le 30 juin 189S. 20 
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I** Quand le point M est a la distance e de la varieté C, V 
de lordre de loge. 
Soit en effet 

^i > yi > ^2 > 2^2 > • • • > ^11 » y» 

un point quelconque M' de la varieté C. 
Je poserai d'ailleur8: 

^k + ¥k = ^i- 

Si le point M' n^est pas singulier, c^est a dire si en ce point -^ 
8'annule pas; nous pourrons poser: 

F={z, — H)e. 
H est une serie développée suivant les puissances de 

Zx ^1 > ^2 ^2 > • • • > ^m—\ ^n-1 

et se réduit ä z'^ quand tous les Zj^ devicnnent égaux a 4- 
B est une serie développée suivant les puissances de 

et ne s'annule pas quand tous les Zj^ deviennent égaux a z]^. 

Supposons maintenant que le point M' soit singulier; je suppose 

qu'en ce point -z— s'annule, mais cependant que toutes les dérivéef 

cessives de F par rapport a z^ ne s'annulent pas a la fois. Par exr 
pour fixcr les idées, je supposerai: 

dF_d\F _ d^Fy 

dzn ~ dzl "" ""' ~dzi< ""' 

Alors nous pourrons poser: 

6 conserve la mérae signification. Les series //^ , i/j , 11^ so 
H développées suivant les puissances de 

Zi Zi j Z,2 ^2 , . . . , ^„_i ^n — l' 
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Quand tous Ics z^ devienncnt égaux k z'i^y le polynöme 

4 + H,zl + H,z, + H, 
se réduit a 

Tout cela résulte des théoréines cités plus haut et qui se trouvent soit 
dans les oeuvres de Weierstrass, soit au debut de ma thése. 

Reste le oas o\x toutes les dérivées —j- sont nulles a la lois. Mais 

dZn 

ce oas se raméne au précédent. II suffit de faire un changement linéaire 
de variables; et on peut toujours le faire de telle fa9on que toutes les 
dérivées de F par rapport a Tune des nouvelles variables ne s'annulent 
pas a la fois. Car nous ne supposons pas que F soit idéntiquement nul. 
Quon se reporte d'ailleurs au dernier des théoréines de la partie citée 
de ma thése. 

Cela pose, pla9ons-nous d'abord dans le premier oas; celui oii: 

Considérons le point de coordonnées courantes M dont les coordonnées 
sont les parties reelles et imaginaires de 

Considérons le point 31" dont les coordonnées sont les parties reelles et 
imaginaires de 

La distance MM" est précisément 

Nous aurons alors: 

F=log|^„-fi|-f log|ö|; 

le second terme est fini, le premier est négatif et tres grand; il est egal 
a log MM". 
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Mais comme e rcprésente la plus courte distance de M k C et que 

M" est sur O, on a 

MM" > s 

et par conséquent 

|logitfitf"|<|logs|. 

Donc V est de Tordre de loge. C. Q. F. D. 



Passons au second oas ou: 

Soient Äj , A, , Ag les trois racines de Téquation : 

zl + H,zl + H,z, + i/o = o. 

Soient M[' ^ M'^ ^ Mg' les trois points dont les coordonnées sont les parties 
reelles et itnaginaires de 

^1 ? ^2 > . . . , ^„_i ) Aj, 
^1 ? ^3 j . . . , ^n— 1 > '^a? 

^1 > ^3 > . . • , ^«_1 y Äg. 

Ces trois points sont sur G et Ton aura: 

\z\ + U,zl + H,z, + i/o| = JfiJfrxMM-XilO/;' 
d*oii: 

7 == log (mm;' . Jifin;' . ikf3/;') + iog|ö|. 

Le second terine est fini. 

Quand au premier il est plus petit en valeur absolue que 

3 loge; 
car les points JfJ', JfJ', M'^ étant sur O, on a: 

MM'^ > e, MM',' > e, MM',' > e . 
Donc V est de Tord re de loge. C. Q. F. D. 
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2" Les dérivées premiéres de V sont de Tordre de -. 

Ces dérivées premiéres sont les parties reelles et imaginaires de 

d log 2^ d log F dlogF 



c 



i«j ' dz^ > • • • > ^i^^ 



Nous pouvons toujours supposer que toutes les dérivées successives de F 
par rapport a z^ ne s'annulent pas a la fois, non plus que toutes les 
dérivées par rapport a z^j non plus que toutes les dérivées successives 
par rapport a z^, etc. 

Car, ainsi que je Tai dit plus haut, s'il n'en était pas ainsi, on 
n'aurait qu'ä faire un changement linéaire de variables. 

Il suffira d'ailleurs de démontrer la proposition énoncée pour —z ; 

UZn 

si l'on a: 

F={z, — H)e 

il vient: 

d\og F _ I d log 9 

dZn Zn H dZn 

Le second terme est fini et le premier a son module egal a -tfttt, et par 

conséquent plus petit que - . 
Si Ton a: 

F={z\ + H,zl + H,z„ + H,)e={z,-h,){z^-\){z„-h,)e 

il vient: 

dlogF __ I I I d log 9 

dZn Zn — Äj Zn A, Zn Ag dZn 

Le dernier terme est fini et les trois autres ont leurs modules égaux ä 



" J llyfl,f" J -h^Ti^" ' 



MM', ' MM'^' ' MM 



3 



c'e8t a dirc plus petits que - . 

Donc dans tous les cas le module de — r^^ — est de Tordre de - . 

dZn £ 

c. Q. F. D. 
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3*^ Uexpression 

tend vers Tunité; quand le point M' dont les coordonnées sont a;i et 
yi est sur la varieté C; quand la distance de M' au point M dont les 
coordonnées sont Xj^ et y^^ tend vers o; quand enfin la droite MM* est 
normale a la varieté C. 

Exprimons d'abord que la droite MM' est normale a la varieté C. 
Nous aurons les équations sui vantes: 

/ / / 

^1 — ^1 ^1 ^1 ^n — ^n 



A\ A\ A 



n 



qui correspondent aux équations (3) du paragraphe précédent. 

Dans ces équations A\ a la signification suivante. Soit Aj^ ce que 

devient -j— quand on y remplace les z^ par z'i^\ Al sera Timaginaire 

conjuguée de J^. 

D'autre part E est la partie reelle de 

La formule des accroissements finis nous donne ensuite 

F=ZB,{z, — z',), 
Bk étant une quantité complexe dont la partie reelle est comprise entré 
celle de Ai^ et celle de j— et dont la partie imaginaire est comprise de 

JET 

méme entré celles de A^ et de -7— . En effet F est nul pour z^ = 4 

puisque le point 31' est sur C. 
Il vient alors: 



l'B, (zk - 4) ^ ' dzt ^ 2: Al B, 



o dF 



Quand la distance MM' tend vers zéro, -=— et B^ tendent vers A^ et 
J tend vers i. 
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Il en est donc de méme de sa partie reelle E. 

C. Q. F. D. 

Ainsi la troisiéme condition imposée a V dans le paragraphe pré- 
cédent est remplie et la quantité d est égale ä i . 
Donc 

La fonction log|F| est égale dans le domaine G å une fonction holo- 
morphe et harmoniqtie des x et des y, plus le potentiel de la varieté atti- 
rante C, la densité de la matiére attirante étant égale å i. 

Gest lä le théoréme fondamental qtie je veux emprunter å la théorie du 
potentiel pour Vappliquer å la théorie des fonctions abéliennes. 

La demonstration du paragraphe précédent peut étre un peu mo- 
difiée en substituant ä la variété-canal Ä", une autre varieté peu dififé- 
rente qui a pour équation: 

|F| = const. 
En efifet résolvons Téquation: 

F{Z^ y Z^y , . . j Z^ = F 

par rapport a z^ et supposons que Ton trouve ainsi: 

^« = H{z^ , ^, , . . . ^ ^n-i » F) 

et faisons-y 

F=\F\é\ 

Soient H' et H" les parties reelles et imaginaires de H de telle sorte que 

Alors x„ et y„ vont se trouvcr exprimés en fonctions de 

^1 > ^1 » ^j > y» » • • • > ^»-1 y Vn-x y 6 

de sorte que la quantité que nous avons appelée DJ sera la somme des 
carrés des déterininants contenus dans la matrice 
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O 



O 



O 



O 



O 



O 



dxn dx, 



dx^ 
dy, 



dVi 
dyn 



dx^ dy^ 



O 

dxn 
dx^ 

dyn 
dx^ 



dXn dXn 



dy^ 
dyn 



d0 
dyn 



dy^ de 



J ai en écrivfint cette matrice supposé n = 3 pour fixer les idées. 
On en déduit: 



jyi ^^ ( dxn dyn dxn ^\ ' I V^ ( dxr, 

^ ^ Z^ \dxk dd de dxk) ^ ^ [dyk 



/dxn dy^ 

de 



dyn dXn\ ' . /dXn\ ' , /%n\ * 

dyic de) '^[dej ^ [de ) 



d'oii: 



Dl={^-\-X 



dZn 

dzk 


') 


dZn 

dF 



\F\K 



D'autre part noiis aurons: 



l^l©"=S 



dF 

dzk 



Mais pour coinparer cette formule avec la précédente, il importe de re- 
niarquer que dans Tune d'elles nous faisons entrer les dérivces partielies: 



dz» dzt 



dF ' dzk 
en regardant z^ comme fonction de F et des Zj^ et dans Tautre les dérivées 

dF dF 

dzic ' dzn 

en regardant F conime fonction de z^ j z^ y . . . y z^. Pour rendre les for- 
mules comparables, nous transformerons par les relations: 



dF , dFdzn 
— = o* 

dzk dzn dzk ' 



dFdz, 



dzndF 
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ce qui dorine: 



_ I*"! 



i)2 = J 



dF 

dZn 



-•T 



dF 
dzk 



Envisageons Tintégrale qui correspond a / , ä savoir: 



K 



Entré quelles limites faut-il prendre cette intégrale? Pour nous en rendre 
compte, observons que le domaine G est arbitraire dans une tres larger 
mesure; nous pourrons le supposer défini par des inégalités de la forme 
sui vante: 

«i < ^1 < «i j «2 < ^3 < «2 » j a^<x^< <, 

Nous pourrons toujours supposer que les constantes a et y9 ont été choisies 
de telle sorte que si Tune des quantités rr„ ou t/„ atteint Tune de ses 
limites a„ , aj^ , /9„ ou y?^; et que Tune des inégalités relatives a a:„ ou a 
y„ soit reinplacée par une égalité, le module Ii*'] restera supérieur a une 
certaine limite. 

En effet donnons d'abord a z^ y z^ j . . . , js^^i les valeurs 

nous pourrons choisir a^ y /i„ , ot', et y9^ de telle sorte que si nous con- 
sidérons dans le plan de la variable z^ le rectangle dont les cotés ont 
pour équations 

^» = a«> ^n=-'<y yn=Pny 2/«=/5;, 

F ne s'annule pas sur le périmétre de ce rectangle et s'annule ä Tin- 
térieur de ce rectangle. 

Si ensuite al est assez voisin de a^ et yS;^ assez voisin de y9^, JP ne 
s'annulera pas non plus quand z^ décrira le périmétre de ce rectangle 
et quand en ménie temps % variera de a^ a a'ic et y^. de p,^ ä y9i 
(A= I , 2 , .. ., w — i). Ainsi se trouve justifiée Thypothése faite plus haut. 

Aeta mathematiea. 22. Imprimé le 4 Juillet 1898. 21 




162 



H. PoiDcaré. 



Dans ces conditions, les limites de Tintégration seront 



a^ et ai pour Xj,, 
Pk et Pk pour yj,y 
o et 27t pour dy 



(t-1,2, ...,«— 1) 



pourvu que \F\ soit plus petit que le plus bas module que puisse 
atteindre F quand z^ décrit le périraétre du rectangle dorit il vient d'étre 
question. 

Cela pose Tintégrale: 



/ 



dU 

-^ VD^dx^ . . . dp„_ide 



tend vers zéro quand \F\ tend vers o, et il nous suffira d*envi8ager 
rintégrale: 

dF 



Ju^D,dx,...dy„_,dd= / 



^I 



dzi 



dF 

dZn 



dx^ . . . dy^^^dd. 



Quand \F\ tend vers zéro, la varieté |F|==con8t. tend a se confondre 

avec C et la quantité sous le signe C tend vers la valeur qui correspond 
aux points de la varieté C, 

Elle devient done indépendante de ö, et en intégrant d'abord par 
rapport a ö, not re intégrale devient: 



^i 



27t 



dF^ 
dzk 



dF 
dz» 



dx^. . . dy^_i. 



Comparons-la avec Tintégrale qui représente Taire de C. 
Il est aisé de voir que cette intégrale est égale a: 



• • ^'^»-1 = fdo) 
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Notre intégrale a donc pour limite: 

dw 



7rJUda}=27rj ^, 



ce qui représente au facteur 2;r prés, le potentiel de la varieté attiraiite C. 

C. Q. F. D. 

L'avantage de cette fa 9011 de procéder, c'est qu*on évite les diffi- 
cultés relatives aux petites portions de varieté appelées k , k' et k" dans 
le paragraphe précédent. 



§ 8. Application aux fonctions Abéliennes. 

Nous allons appliquer ce qui précéde aux fonctions de n variables 
méromorphes et 2n fois périodiques. 

Qu'est-ce d'abord qu'u!ie fonction mérornorphe? 

Voici les hypothéses que nous allons faire et que nous regardons 
comme constituant la definition d'une fonction mérouiorphe. 

Il y aura dans Tespace a 2n dimensions une infinité de domaines 
Gy distribués de telle fa9on que tout point de Tespacc a 2n dimensions 
appartienne au moins ä un de ces domaines. 

Dans un domaine (?, la fonction méromorphe pourra étre représentée 
par le quotient de deux series de puissances. 

Je ne restreins pas la généralité en supposant que ces deux series 
de puissances ne peuvent étre Tune et Tautre divisible par une troisiéme 
serie de méme forme s'annulant a Tintérieur de G. 

Weierstrass a démontré en effet (oeuvres complétes, (ome 2, page 

151) que si deux series de puissances P^ et P^ s'annulent en un certain 

point My on peut toujours trouver trois autres series P,, , PJ , P^ tel les 

que Ton ait: 

P = P P' 

P = P P' 

et telles que les deux series P[ et P, n'adniettent aucun diviseur commun 
8'annulant au point M. 
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Qu'arrive-t-il alors dans la partie cominune a deux domaines G et (?'? 

Dans le domaine (?, la fonction méromorphe F sera égale au quotient 

, . P . . , . P' 

de deux series -^; dans le domaine G' au quotient de deux series ;^, ; 

dans la partie commune on aura; 



Q" Q' 



La varieté P = o a 2n — 2 dimensions; je dis que dans la partie com- 
mune ö et ä G\ elle ne différe pas de la varieté P' = o. 

Supposons en effet, qu'en un point de cette partie commune, on ait 
P = o sans avoir P= o; soit 



^1 — ^\ y ^3 — ^3 > • • • > ^n — ^nJ 



ce point que j'appellerai M. Je pourrai toujours supposer qu'en ce point 
toutes les dérivées successives de P' par rapport a z^ ne s'annulent pas 
a la fois, sans quoi je fcrais un changement linéaire de variables. Ima- 
ginons par exemple 



dzn- dzl "''' dzl^""' 

Alors on aura: 

F = [(^„ - a„)' + //,(^, - «„)* + ^,(^- - «.) + -^3] 6> = //. e, 
oii les H sont des series ordonnées suivant les puissances de 

^1 ^1 j ^3 — ^3 > • • • > ^n— 1 — ^n— 1 

et 8 annulant pour z,c == %> ^^ oii Ö est une serie ordonnée suivant les 
puissances des Zj^ — a^t et ne s'annulant pas pour Zk = (ik* 
Soit alors 

n = {z^ ~ a„ — Ä,)(^„ — a„ — }h){Zn — «H — Äa) ; 
Äj , Äj et Äg seront des fonctions de 

s'annulant avec ces variables. 
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Quand on égalera ^„ a a„ + h^ j (i^ + h^ j a^ + Äg', P scra nul et P 
ne sera pas nul, donc Q' devra Vannuler; donc Q' est divisible par //, 
ce qui est absurde puisque nous avons supposé que P' et Q' n'avaient 
pas de diviseur coinmun. 

Donc les deux variétés P = o, P' = o sont identiques. 

Il en est évidemment de méme des deux variétés ^ = o, ^' = o. 

J'uppellerai C la varieté P = o; et C la varieté Q = o; j*appellerai 
W rintcrsection de ces deux variétés qui est elle-méme une varieté ä 
2n — 4 dimensions. 

Il importait de déinontrer que la definition de la varieté C ne dé- 
pendait pas de la fa9on dont F est mise sous la foniic du quotient de 
deux series, c'est a dire que les deux variétés P=o et P' = o sont iden- 
tiques; je puis ainsi étendre nos variétés C et C" au dela du domaine G. 

Supposons maintenant que notre fonction méromorphe F est 2n fois 
périodique. Kespace ä 2n dimensions va se trouver partagé en une in- 
finite de prismatoules des périodes dont le röle e.>t analogue a celui des 
parallélogrammes des périodes dans la théorie des fonctions elliptiques. 

Soient 

ces prismatoKdes; Tordre des indices est d^ailleurs arbitraire jusqu'a nouvel 
ordre. 

eTe désignerai par; C^, C^, Wk les portions de variétés 6\ C", W qui 
sont intérieures au prismatolde JB^. 

L'aire de C\ sera finie; ce sera une constante qui sera la méme 
pour 6\ que pour C^; car la varieté C\ n'est autro chose que la varieté 
Cq transportée parallélement a elle-méme. Soit Ä cette aire. 

Soit dco' un element de Taire de la varieté C, M' son centre de 
gravité, i^jj , y[ , . . . , a;^ , y^ ses coordonnées. Soit 31 le point de coor- 
données courantes, x^ , y^ , . . . , x^j j/n ^^^ coordonnées. Soit r la distance 



Considérons Tintégrale: 






étendue a tous les elements do)' de la varieté C\ (c'est a dire le potentiel 
de cette varieté C'^). 
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Développons -^^^^^ suivant les puissances croissantes des x et des y, 
c'est a dire des coordonnées du point ilf, et écrivons: 

'-,^u, + u, + u, + ... 



^2m 



Uk étant un ensemble de termes horaogéne de degré k par rapport aux 
X et aux y. 

Supposons que les coordonnées x et y soient finies et les coordonnées 
x' et y' tres grandes, de telle fa9on que 



distance du point M' a rorigine, soit un infiniment grand du i®' ordre. 



Alors U^ sera egal a 



I 



^2n-2 



et sera un infiniment petit d'ordre 2n — 2. 

(7j sera un infiniment petit d^ordre 2n — i, U^ d'ordre 2n etc. 
Si nous posons: 



I 



H sera un infiniment petit d'ordre 2^+1. 

Précisons davantage; je suppose que p^ et p^ soient deux constantes 
et que Ton ait: 

(«) Ix' + ly' < pl <p\< Sx" + ly" 

on pourra trouver une constante B telle que 

Soit maintenant 

rintégration étant étendue ä tous les elements dw' de la varieté C^; 5^ 
sera un polynöme du 2^ degré par rapport aux x et aux y. Ce po- 
lynome sera harmonique, c'est ii dire quon aura 
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car on a 

^^2 = 

et par conséquent 

AU, ^ Ai7j = AU, =0. 

On a ensuite: 

V,— S,=fHdco'. 

Il est clair que si les inégalités (a) sont remplies, on aura: 

la lettre a désignant la plus petite valeur que puisse prendre p a Tin- 
térieur du prisinatolde iZ^. 

Soit d'un autre cöté T le volume d'un prisinatolde des périodes; 
ce volume est évidemtnent le inéme pour tous les prismatotdes. Soit D 
la longueur de la plus grande diagonale de ce prisinatolde; cette longueur 
est aussi la niéme pour tous les prisinatoldes. 

A rintérieur du prisinatolde R,,, p sera coinpris entré a et tr+D. 
L'intégrale 2n^^^ 

/dx[ dx!i . . . dxn dif[ . . . dyn / dr 

{p - DY-^^ '~ -J {p - nr^' 

T 
étendue au prisinatolde Rf, sera plus grande que -ä^Tfr^; je désigne pour 

abréger par dT le produit des 2w différentielles dx' et dy' 
On aura donc: 

dr 



in-s.|<f r,-^ 



Je dis que la serie: 

est absolument convergente. En effet nous distinguerons panni les pris- 
matoldes ii^: 

I® ceux dont tous les points ne satisfont pas aux inégalités 

P>Pi 9 P>D. 
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Ceux-la sont en nombre fini et correspondent a un nombre fini de termes 
de la serie. 

2° ceux dont tous les points satisfont aux inégalités 

La somme 

relative a ces prisinatoUdes est plus petite que Tintégrale: 

AB C dr 



iB r 



étendue a tous les elements dz de ces prismatoldes; ou a fortiori plus 
petite que Tintégrale 

dr 



iB r 

T ) I 



_ n\2«+i 



./ (P - D) 
étendue a tous les elements dr de Tespace tels que 

P>Piy P>^\ 
je puis toujours supposer pour fixer les idées 

p> Pi > D- 

Or cette derniére intcgrale est égale a Tintégrale simple 



<x> 



O) étant une constante, et cette intégrale simple est finie. 
Donc la serie 

est absolument convergente. C. Q. F. D. 

Cette serie est évidemment égale a Tintégrale 

fHdo)' 
étendue a tous les elements dw' de la varieté C. 



Sur les propriétés du potcntiel et sur les fonctions Abélicnnes. IGO 

Je désigne par V la somme de cette serie. 

Voici les propriétés fondamentales de cette fonction V. 

i^ Elle est harmonique dans tout Tespace sauf pour les points de 
la varieté C. 

2^ La différence V — Vi^ est harmonique en tous les points du pris- 
matolde Bj^. 

3** Envisageons un domaine ö, oii Ton peut inettre F sous la forme 

P 

^ et qui fasse partie de R^. 

D^aprés le théoréme fondamental du paragraphe précédent, la fonction 

log|P| 
est, ä Tintérieur de G, égale k 

4 

^ étant une fonction holomorphe et harmoni ue des x et des y et ^' 
étant le potentiel d'une varieté attirante qui est la partie de C intérieure 
a G; c'est a dire Tintégrale 

dco' 



r dco 



étendue a cette partie de C. Mais comme V,, est la méme intégrale 
étendue a une partie de C plus étendue, a savoir a la partie de C qui 
est intérieure a i2^, la différence 

»era une fonction holomorphe et harmonique dana G, 
Donc la différence 

n-log|P| 

et par conséquent la différence 

F-log|P| 

est dans tout le domaine G une fonction holomorphe et harmonique des x 
et des y. 

4? La fonction log|P| est biharmonique. 

Aeta mathematiea. 22. Imprimf le i juillot 189S 22 
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Si donc je représente par 

DV 
Tune des expressions 

d*F , d'V d'V , d'V d'V d*V 



t^a-fc d//? ' dxkdxg dy k dy q ' d*x;^ii/y dykdxg 

on aura: 

J)log|P| ==o. 

Or V — log I P I est une fonction holomorphe et harmonique; donc 

D{V-\og\P\) 

sera aussi une fonction holomorphe et harmonique, puisque 

A7)(F— log|P|) = J)A(r — log|P|) = o;' 

et puisque 

Dlog|P| = o 

nous arrivons ä cette conclusion que 

DV est une fonction holomorphe et harmonique dans tout Tespace. 

5® Qu'arrive-t-il quand les quantités z^jZ^y • • • > -2?^ augmentent d'une 
période? 

Soit ttj , rtjj , . . . , a„ une période de telle fa9on que la fonction F ne 
change pas quand z^jZ^j»..^z^ se changent en 

Je représenterai par 

ce que deviennent V , V^ et S^, c'e8t a dire V{z^ , Vt{Zi) , S(z^ quand 
on change Zt en ä^j + a^; nous aurons alors: 

V{z, + a,) = Z[V,{zi + fl,) — S,{z, + «..)], 

r{z,) = i:[v,{z,) - s,{z,)i 
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Quand z^ se changera en zl + «i> le prismatoKde i?^ se changera en un 
autre prismatolde R^; et oömme la distance des points z^ -f- a< et Zi + a, 
est égale a celle des points Zi et z^, nous aurons: 

D'autre part nous pouvons remplacer Téquation 

F(0, 4- a,) = 2-[ f-;(;?, + a,) - S,{z, + a,)] 

par la sui vante: 

V{z, + o,) = I[V,{z, + «,) — 5,(^, + «,)]. 

Les deux series ne différent en effet que par Tordre des termes; la 
premiére s*étend aux prismatoldes iJ^, c'est ä dire a tous les prismatoldes; 
la seconde aux prismatoldes Rf^, c'est ä dire aussi ä tous les prismatoldes. 
Je puis écrire également: 

V{z, + «,) = 2'[ F,(^,) - S,{Zi + a,)] 

et par conséquent: 

V{z, + a,) - V{z,) = i:[S,{z,) - S,{z, + a,)]. 

Tous les termes du 2^ membre sont des polynömes du 2^ degré par 
rapport aux a: et aux y. 

Done quand les z augmentent d'une période, V augmente d*un po- 
lynöme qui est au plus du 2^ degré. 

Etudions les termes du second degré et cherchons par cxemple le 

coeificient de — . 

2 

Dans S,,{Zi) ce coefficient est egal a Tintégralc: 



h- ^ 



ou p' = Ix': -h Iv','; 



Tintégration est étendue a tous les elements do)' de la partie de C qui 
est intérieure a 7?^^; j^appelle Jf, cette intégrale. 

Dans Sf,{Zi + a^)j le coefficient sera la méme intégrale étendue a tous 
les elements do)' de la partie de C intérieure a R^; c est donc Jf^. 
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Donc le coefficient cherché dans V{Zi + a^) — V{Zi) est la soiniiie 
de la serie: 

Je dis quc cette serie est absolument convergente et a pour somme zéro. 
Elle est absolument convergente parce que son terme general est de 
Tord re de 

r > 

c est a dire du méme ordre quc le terme general de la serie I{Vi^ — Sj^ 
qui est convergente. 

Pour évaluer la somme, groupons les termes d'une fa9on particuliére. 

Soit Rf^ = Rq un prismatolde quelconque, Rf^ = R[ ce que devient 
Rj^ quand on change z[ en z[ + ^iJ soit plus généralement R'^ ce que devient 
jR^ = JBJ quand on change z[ en z'i + nai^ n étant un entier positif ou 
négatif. 

Les prismatoldes 

7?' 7?' 7?' P' 7?' 7?' 

• • • > ^—n > • • • > -"—I > -'^o > -"i > -"2 ? • • • > -"'/> j • • • 

formeront ce que j'appellerai un groupe de prismatoldes. Tout pris- 
matolde appartiendra ii Tun de ces groupes et a un seul. 

Nous aurons ainsi réparti en groupes les prismatoldes et par consé- 
quent les termes de la serie. 

Il me suffit de montrer que la somme des termes d*un groupe est 
nuUe. 

En effct, soit J^ Tintégrale qui sera a R'^ ce que J]fc est a JR^. 
Notre groupe de termes s'écrira: 



La somme des termes sera 



^'-H — Jp+ii 



en nous arrétant au n® terme dans un sens et au p^ dans Tautre. Quand 
w et ^ croitront indéfiniment, */L„ et J^^i tendront vers zéro. 
Donc la somme cherchée est nulle. 

C. Q. F. D. 
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Donc le coefficient de — est nul et on démontrerait de inéme que 

les autres termes du second degré sont nuls égaleinent. 

Donc la différence V{Zi + a^) — V{Zi) est un polyn6mo du i*' degre 
seulement. 

Donc quand les z augmentent (Tune périodey la fonction V augmente 
d'un polynome du i" degré par rapport aux x et aux y, 

On démontrerait de méme: 
I® Que Tintégrale 

V =fHdo)' 

étendue a tous les elements de la varieté 6" est finie. 

2^ Que la fonction V est harmonique dans tout Tespace sauf sur 

la varieté C\ 

3" Que la différence 

V'-\og\Q\ 

est dans tout le domaine G une fonction holomorphe et iiarmonique. 

4® Que les exprcssions DV sont harmoniques dans tout Tespace. 

5** Que la fonction V augmente d'un polynömc du i*' degré par 
rapport aux x et aux y quand les z augmentent d'une période. 



% 9. IntroducHofi des fonctions 9, 

Nous venons de voir que les expressions X) K sont des fonctions holo- 
morphes et harmoniques dans tout Tespace. 
D'autre part, nous avons trouvé: 

//' étant un polynome du i" degré; on a donc: 

DV{Zi + a,) — DV{Zi) = D/7 = o 
ou 

D r(^< + «.) = D ]>,) 

ce qui montre que les DV sont des fonctions périodiques. 
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Les DV étant des fonctions a la fois harmoniques et périodiques se 
réduisent a des constantes (théoréme 7). 

Je dis maintenant que Ton peut toujours trouver un polynöme Z 
du second degré par rapport aux x et aux y et tel que les expressions 
DZ se réduisent a des constantes données. 

Ce théorénie .peut encore s'énoncer d'une autre inaniére. 

Reprenons les notations du § 3 et posons: 

% + m = hy ^k — Wk = W4. 

Je dis qu*on peut toujours trouver un polynöme Z du second degré par 
rapport aux z et aux u et tel que les n^ quantités: 



dzkdug 

soient égales a n' constantes données A^^. 

L'identité des deux énoncés est manifeste et d'ailleurs le second 
énoncé est iinmédiatement evident puisqu'on n'a qu'a prendre: 

Il résulte de lä que nous pourrons toujours trouver un polynöme Z tel 
que les expressions DZ soient égales aux constantes DV. 

On aura donc 

D{V—Z) = o 

c*est a dire que la fonction V — Z est biharmonique dans tout Tespace 
sauf sur C. 

D'autre part log|Pj étant biharmonique, on a 

2)(F— Z— log|P|) = o 

et comme V — Z — log|P| est holomorphe et harmonique a Tintérieur 
de (t, meme sur (7, nous pouvons conclure que 

V-Z-\og\P\ 

est holomorphe et biharmonique a Tintérieur de 6?, méme sur C Enfin 
V — Z augmente d'un polynöme du i*"^ degré par rapport aux x et aux 
y, quand les z augmentent d'une période. 
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Les équatioDS 

D{r—Z) = o 

nous apprennent que l^expression 



r[^^^.-^-^-^*.] 



est une différentielle exacte. Posons donc: 



■=/5:[ 



d{V—Z) , d(V—Z) 



d 7— Z , -| 



dxk ^^ dy 



Uintégrale prise le long d'un contour fermé est nulle si ce contour ne 
tourne par autour de C; elle n^est pas nulle en general, si le contour 
tourne autour de C. 

Donc T est une fonction uniforme dans tout domaine simplement 
connexe ne contenant aucun point de C. Mais ce n'est plus une fonction 
uniforme dans un domaine traversé par 6\ 

Considérons de mémc la fonction: 



/ 



c'e8t également une fonction uniforme dans tout domaine simplement 
connexe non traversé par C; et une fonction non uniforme dans un do- 
maine traversé par C 
La différence: 

T-.rg.P=/2: p(''-^-H|p |),^,_ .(r-.--,..|P |),^^-| 

est une fonction uniforme dans tout le domaine G, quoique ce domaine 

soit traversé par C; et en effet V — Z — log|P| est biharmonique dans 

tout le domaine G. 

La fonction 

<f= V—Z + iT—\ogP 

a pour partie reelle 

V-Z-\og\P\ 
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et pour partie imaginaire 

r— arg.P. 

Cest donc une fonction des n variables complexes 

^1 > ^j > • • • > ^« 

et de plus cette fonction est holomorphe dans to ut le domaine G. 
Posons ensuite: 

il viendra: 

= Pe^. 

P et ^ étant des fonctions holomorphes des n variables complexes z dans 
le domaine ö^, il en sera de méme de et comme tout point de Tespace 
fait partie d'un domaine tel que G: 

La fonction est une fonction des n variables complexes z holoniorphe 
(Jans tout Vespace. 

Nous avons trouvé plus haut: 

V{z, + ö,) — V{z,) = //, 

n étant un polynöme du i" degré. D'autre part Z étant un polyn6me 
du second degré, on aura: 

Z{z, + a^ — Z{z,) = Q, 
U étant un polynöme du i*' degré; ii vient alors: 

^ [T{,, + «.) - T{z,)] = ^ [Viz, + fl,) - V{z,) - Z{z, + fl,) + Z{z,)] 



dxk 
et de méme: 

^ {T{z, + fl,) - r(.,)] = - ^tA) = const. 



d«ifc "■ ^ ^^ ^ •^•^ dyk 

Le» dérivées de T(^, + (?,) — T{zi) étant des constantes, on aura: 

T(^, + fl,)-2'(^,)=r, 
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<P' étant encore un polynöme du premier degré. J^écris enfin: 

r{z, + a,) — Z{z, + %) + iT{z, + a,)— V{z,) + Z{z,) — iT{z,) = U, 

V étant un polynöme du i" degré par rapport aux a: et aux y. 

Coinme 

r{z,) — Z{z,) + iT{z,), 

y{p, + %) — Z{z, + a,) + iT{z, + a,) 

sont des fonctions des n variables complexes Zy il en sera de méme de U. 

Donc U est un polynöme du i*' degré par rapport aux n variables 
complexes z et on aura 

Gette propriété rappelle la propriété fondamentale des fonctions et 
il est aisé de voir comment les fonctions qui satisfont ä la condition (i) 
se raménent aux fonctions ordinaires; je renverrai pour plus de détails 
a mon mémoire sur les fonctions abéliennes inséré dans TA mer i ca n 
Journal of Mathematics. 

On démontrerait de méme: 

I® que les DV sont des constantes. 

2° quMl existe un polynöme du second degré Z' tel que 

DZ' = DV. 
3** que si Ton pose: 

diV' -Z'), d(V' — 7/) 



^■"^y^^-^-T,^^^ 



J ^\. dxk "^* du k 

0' = e'-7^'^ir.^ 



la fonction 0' est dans tout Tespace une fonction holomorphe des n 
variables complexes z. 
4® enfin que 

TJ* étant un polynöme du i**" degré par rapport aux n variables com- 
plexes z, 

Ada mathematica. 23. Imprinié le ('• jnillct 1808 2.*^ 



178 II. Poiiicaré. 

Considérons maintenant le rapport: 

FS' 
9 
ou plutöt son logarithme 

//= log F + log ff — log «. 

1® Cest une fonction des n variables complexes z. 
2** Gette fonction H est holomorphe dans tout Tespace, et en effet, 
dans le domaine 6?, elle est égale a la dififérence de 

V' — Z' + iT — \ogQ 

et 

F— Z+ir— logP 

qni sont toutes deux holomorphes dans le domaine G. 

3° Quand les z augmentent d'unc période, cette fonction H aug- 
mente de 

c'est a dire d'un polynöme du i*"^ degré; les dérivées secondes de // sont 
donc périodiques et comme elles sont holomorphes dans tout Tespace, 
elles se réduisent a des constantes. 

En d'autre8 termes H est un polynöme du second degré. 

On a donc finalement 

H étant un polynöme du second degré. 

Cette formule démontre la possibilité de mettre F sous la forme du 
quotlent de deux fonctions 8 ordinaires; il sufFit pour 8'en rendre compte 
d'appliquer les principes de mon mémoire cité de TAmcrican Journal 
of Mathematics. 
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SUR L'INTÉGRALE FINIE D'UNE FONCTION ENTIÉRE 

PAK 

A. HUEWITZ 

å ZiJRICH. 

Je reviens ajourd'hui au mérnoire que j'ai publié sous ce titre dans 
le toine 20 de ce journal pour y ajouter une citation relative a un mé- 
rnoire iinportant de M. Appell sur les fondions périodiques de deux va- 
riableSy^ dont j ai eu connaissance récenirnent par Tobligeance de son illustre 
auteur. M. Appell y donne une demonstration du théoréme de M. Guiciiakd 
en formant des fonctions cntiéres ^„(^)'(w = o, 1,2,...) satisfaisant aux 
identités 

et ayant la propriété que la serie 

G{z) = a^ip^ {z) + tt,i^i (^) + • . . + ^n^n{z) + . . . 
est convergente pour toute valeur de .2?, si la serie 

H{z) = a, + a^^ + . . . + ««^" + . . . 

représente une fonction entiére. Ainsi, Tidée fondamentale dont je pars 
dans mon mérnoire appartient a M. Appell. Seulement il y a une diffé- 
rence quant'au développement de Tidée. Les fonctions ^„(^) de M. Appell 
sont définies par Tintégrale affectée de coupures: 

+00 



- CO 



^ Journal de niut lidinatiqucs purcs et appliquöcs, quatriöiuc sdrie, t. / 

(1891). 

Aeta mathemaliea. 22. Iiiiprimé lo G Jtiillet 1898. 
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taridis que les fonctions ^„(^) dont je me sers et que je désigne par 
(pn,n{^) dans inon mémoire ont Texpression sui vante: 



.Ikmz 



ou ^n[z) désigne la fonction de Beunoulli. Cornnie le déniontre M. Appell 
la fonction ^„(i?) différe de (pn{z)i de méme que la fonction ^„„(^), d'un 
polynoine en e^"^ et e~'"^'; mais les coeiFicients de ce polynöme se pré- 
sentent sous la forme d'intégrales définies et ne sont pas susceptibles 
d'une representation explicite et simple. 

Ztirich, janvier 1898. 
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terisirte: »Jene mcrkwurdigc und scharfsinnigc Deduction, welche ganz 
direct mit Oberwindung aller Schwierigkeiten auf das Ziel losgehcnd 
fast wie einc Art Kraftprobe Gauss'schen Geistes erscheint.» 

Die mathematische öffentliche Meinung hat — soviel ich weiss — 
bei dem inductiven Beweise des Reciprocitätsgesetzes bisher jene Kraft- 
probe för unerlUsslich gehalten und schon darum dörfen die folgenden 
Betrachtungen einiges Interesse beanspruchen. Doch abgesehen hievon ist 
för das System der Arithmetik die Thatsache nicht ohne Wichtigkeit^ 
dass das Reciprocitätzgesetz in der That eine ausschliessHche Folge der 
Definition des Legendre'schen Symbols ist, und aus der Theorie der hö- 
heren Congruenzen nicht das geringste, also auch weder die Fermat'sche 
Congruenz, noch das Euler' sche Kriterium, noch irgend ein anderes äqui- 
valentes Hölfsmittel vorwegnimmt. 

Um dies ganz klar zu legen, sollen zuerst die als Prämissen zu ver- 
wendenden Sätze vollständig zusammengestellt werden. 

Die Premissen des Beweises. Ist p irgend eine ungerade Primzahl, 

und a durch p nicht theilbar, so bedeute das Zeichen (-j die positive 

öder negative Einheit, je nachdem die Congruenz x^ = a (mod.p) eine 
Wurzel besitzt öder nicht, der gebrftuchlichen Tcrminologie nach also je 
nachdem a Rest öder Nichtrest von p ist. Wenn aber a durch p theilbar 

ist, soll (-] gleich NuU sein. 

Die Multiplicationsregel des so definirten Legendre'schen Symbols 
lautet : 

und ist einc unmittelbare Folgc der Definition, wenn sowohl a, als b 
Reste von p sind. In den öbrigen Fallen sind bekanntlich nur noch 
jene beiden ganz elementaren Sätze zu verwenden, nach denen 

erstens mit x auch ax ein voUstÄndiges System incongruenter Zahlen 
mod. I? durchläuft und 

zweitens die Anzahl sowohl der Reste, wie der Nichtreste von p 

gleich "{p — I ) ist. 

Das Jacobi'sche Symbol ist nun nichts anderes, als eine rein formale 
Verallgemeinerung des Legendre'schen; ist njimlich P irgend eine positive. 
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ungerade ganze Zahl — weiter gehn wir hier ttberhaupt nicht — und 
hat P in Primfactoren zerlegt die Form: 

so lautet die Definition des Jacobi'schen Symbols: 



't)=m)-^) 



und die Multiplicationsregel des Legendre^schen Symbols bleibt demnach 
auch för dieses erhalten. 

Zu den Prämissen gehört endlich noch der auf den quadratischen 
Restcharakter von — i beztigliche Satz, nach welchem : 



(V) = (- ■>''' = '-■ 



n—\ 



(Im folgenden soll nämlich der Kttrze wegen statt ( — i) ' immer e, ge- 
schrieben werden.) Ein von Euler stammender Beweis dieses Satzes, der 
sich im 109. Art. der j)Disquisitionesj) reproducirt findet, bewegt sich 
ausschliesslich in dem angegebenen elementaren Gedankenkreise. Uni dem 
Leser hierdber am bequemsten ein klares Bild zu geben, soll dieser 
Beweis — in aller Kttrze und zweckentsprechend formulirt — hier ein- 
gefögt werden. 

Die Reste der ungeraden Primzahl jp, 

^1 ) ^2 > • • • > ^p-j 

werden in zwei Glassen eincrereiht. 

In die erste Glasse mogen jene Reste a gehören, för welche 
a*= I (mod.|)) ist. Nun ist a^ — i = (a — 0(^ + O ""^ dann durch p 
theilbar, wenn a — \ öder a + i theilbar ist, also nur dann, wenn a = i 
öder a = — i (mod. p). In diese erste Glasse gehören demnach ein öder 
zwei Reste, je nachdem — i Rest öder Nichtrest ist; da doch + ^ immer 
ein Rest ist. 

In die zweite Glasse gehören alle tibrigcn Reste. In dieser Glasse 
findet sich zu jedem Reste a ein und nur ein z weiter Rest fe, so dass 
rt6= I (mod. p), und zwnr ist h von a verschieden, da sonst a der ersten 
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Classe angehören wiirde. Zu h gehört nun ebenso wieder a; es vertheilen 

sich demnach die Reste der zweiten Classe in Paare, ihre Anzahl ist gerade. 

Ist nun 2> = 4^ + i> und demnach die Anzahl sämmtlicher Reste, 

^"" , gerade, so mössen die der ersten Classe angehörigen Reste auch in 

gerader Zahl vorhanden sein, und dann ist — i Rest von p. 

Ist hingegen p = 4W + 3> also ungerade, so mtlssen die Reste 

erster Classe in unscerader Zahl vorhanden sein; es ist also — i Nichtrest 
von p. 

Damit ist aber bekanntlich der Inhalt des Satzes ( j =Sp erschöpft. 



Nach dieser Einleitung wenden wir uns zu unserem eigentlichen 
Gegenstande. Der zu betretende Weg ist ein wesentlich anderer, als 
in Gauss' ^rstem Beweise, öder der Dirichlefschen Umarbeitung (Crelle, 
Journal, 47. Bd.). Eine Unterscheidung verschiedener Falle je nach dem 
Charakter der vorkommenden Primzahlen findet öberhaupt nicht statt, 
sondern wir zerlegen den Reciprocitätssatz entsprechender Mässen in von 
einander unabhängige Theilsätze, die entweder mit Httlfe der vollständigen 
Induction leicht direct zu beweisen sind, öder durch Umkehrung aus den 
schon bewiesenen Theilsätzen entspringen. 

äatz I. Sind q und r zwei positivey ungerade PrmzaJilenj und ist 
femer q<r, so folgt aus f — j = i immer auch (-\ — i. 

Da der Satz för die kleinsten Primzahlen, z. B. diejenigcn unterhalb 
II, richtig ist, so känn der allgemeine Beweis so geföhrt werden, dass 
wir den Satz för die Zusammenstellung zweier Primzahlen die kleiner 
als r sind, als richtig voraussetzen, und dann nachweisen, dass er auch 
för die Zusammenstellung einer Primzahl unterhalb r mit r selbst richtig 
bleibt. 

Im Sinne unsrer Voraussetzung hat die Congruenz 

x^ — £^q = o (mod. r) 
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Wurzeln; sei a eine Wurzel, die positiv und kleiner als r ist; dann ist 
r — a eine ebensolche; und zwar ist von den beiden Wurzeln die eine 
gerade, die andere ungerade. Wir bezeichnen die gerade Wurzel mit ^; 
dann ist 

und ^ ist jedenfalls ungerade, weil f gerade; ^ ist ferner positiv, denn 
selbst im ungttnstigen Falle, wenn s^ = i , känn die links stehénde Diflfe- 
renz nicht negativ sein; sonst wäre ja q — f' positiv, und diese positive 
Zahl kleiner als 9, und trotzdem durch die Primzahl r, die grösser als 
q ist, theilbar. Ferner hat man 

rf><S^ + q<{r—iy. + r, 

und hieraus unniittelbar 

f><r. 

a) Wenn nun f> nicht durch q theilbar ist, so erhalt man för jeden 
Prirafactor ;r,- von f> 



und da ;r,<^^<r, im Sinne der Voraussetzung auch 

■ (?)=■- ' 

und endlich durch Multiplication (-] = i. Andrerseits ergibt aber die 
fundamentale Identität (i) • 

und schliesslich 

b) Ist aber f> durch q theilbar, so setzen wir f == q^', dann ist nach 
(i) auch f durch q theilbar, also f = qrj; durch diese Substitutionen geht 
(O in 

? 5? —«,? = »# 

Åeta mathematicn. 22. Iinprimé Ip 7 juiilpl ISOS. 24 
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öder 

(2) M7'— I =^q^4^ 

öber, wo ip wieder kleiner als r, positiv und ungerade ist, den Theiler 
q aber, wie die linke Seite zeigt, nicht mehr enthält. Diese Identität 
zeigt nun wieder, dass e^q Rest von jedcni Primfactor ;r, der Zahl ^, 

also (-^j = I, und hieraus nach unsern Voraussetzungen f-J = i also 

schliesslich auch f-j =1 . 
Andrerseits folgt aus (2) 

rip = — e^ (mod. g); 

also (— j = ( -\j was wie man leicht sieht, immer + i ergibt, hier- 
aus endlich 

womit unser Satz auch för diesen Fall bewiesen ist. 

Satz n. Sind q und r ewei positive^ ungerade PrimzaUenj und ist 
ferner q<rj so folgt at^ l-j = i immer auch (-^) = i. 

Dem bei Satz I. benutzten Gedankengange abermals folgend, hat 
nun die Congruenz 

x^ — q = o (mod. r) 

Wurzeln; und es sei wieder f eine solche, die positiv, gerade und kleiner 
als r ist. Dann erhält man 

(3) . ^^ — q = r^ 

und ^ ist wieder positiv, ungerade und kleiner als r. 

a) Wenn nun ^ nicht durch q theilbar ist, so hat man för jeden 

Primfactor TVi von ^ die Relation (-^ j = i, und also, da der Satz för 
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die Zusarnmenstellung zweier Priinzahlen unterhalb r als richtig unge- 

-^^M = I, und endlich durch Multiplication 

Cf ) = ■• 

da ja bekanntlich e^e^ = e^^ ist. 

Andrerseits erhält man aus der Identitat (3) 

(?)=■ 

und deinnach 

(f ) = (t)- 

Ist nun } = I (mod. 4), so sind + 9 ^^^d — 9 zugleich Reste öder 
Nichtrcste von q\ es ist also auch 

(t) = (?) - ■• 

Ftlr den zweiten Fall, g' = 3 (mod. 4), bemerken wir, dass 

r^ = f ' — g = I (mod. 4) 
ist, also e^y == i , öder e^ = s^ und hienach wieder 

(y) = (f ) = ■- 

was zu beweisen war. 

b) Ist nun wieder zweitens (p durch q theilbar, dann gehn wir — 
grade so, wie frtther bei Satz 1. — zur Identitat 

(4) gyj^—i=ril} 

tiber. Auch diese zeigt, dass, wenn ;r^ irgend einen Primfactor von ip 
bedeutet, q Rest von ;r, ist, also f ^j = i, und hieraus wieder (-^^^j = i, 

öder endlich durch Multiplication (— ) = i. 
Andrerseits hat man 

r^ = — 1 (mod. q) 
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also (-^j = ( j = e^. Und hieraus wieder: 

welche Symbole sich gleich + ^ ergcben. Denn, da rj gerade, wird 
r^ = 3 (mod. 4), also s^^ = — i, öder £^ = — e^, und hienach 

(t) = Cf ) = ■' 

was zu beweisen war. 

Satz III. Sind q und r zwei positive^ ungerade Primzahlen und ist 
ferner q < r, so folgt avs (—) = i immer auch i^j = i. 

Unsere Voraussetzung nach ist die Congruenz 

x^ — e^r = o (mod. q) 

lösbar. Sei nun a irgend eine ihrer geraden Wurzeln; dann ist a + 2 jw 
eine ebensolche uDd man hat 

(rt + 2quy — £,r = q^y 

wo f> ungerade und, wenn nur u positiv und gross genug genommen 
wird, auch positiv ist. 

Der Wert von u soll nun noch so festgelegt werden, dass f> nur 
solche Primzahlen als Theiler enthalte, die grösser als r sind. 

Damit zuerst 

f> = h 4au + /^qu^ 

nicht durch q theilbar sei, genttgt es u der Congruenz 

(a) — h 4^w = I (mod. q) 

entsprechend zu wählen, was naturlich immer möglich ist, da ja a nicht 
durch q theilbar ist. 

Seien nun J| , ?^ , . . . die sämmtlichen Primzahlen, die nicht grösser 
als r sind, mit Ausschluss von j; und unter diesen }I , ?i , . . . , ^ die- 
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jenigen, die in i — e^r nicht als Theiler enthalten sind. Wählt man 
dann u den Congruenzen 

(b) a + 2qu= i (mod. ?•) 

entsprechend, so wird 

qf>=i— e,r (mod. gl), 

und mit i — e^-r ist also auch. ^ nicht durch ql theilbar. 

Seien nun ferner q[' , ?i' , . . . jene Primzahlen die nicht grösser als 
r sind, aber in i — e^r enthalten sind, ohne jedoch Theiler von 4 — e^r 
zu sein. (SoUte keine solchen vorhanden sein, so fallen natörlich die 
aufzustellenden Bedingungen ganz fort.) Dem entsprechend untcrwerfen 
wir u noch den eventuellen Bedingungscongruenzen: 

(c) a + 2qu = 2 (mod. g,'') 

und dann zeigt wieder 

qf> = 4 — e/r (mod. q[% 

dass ^ durch keine der Primzahlen q'/ theilbar sein känn. 

Nun bleiben aber von den Primzahlen unterhalb r nur solche, die 
sowohl in 1 — s^r, als in 4 — e^r als Theiler enthalten sind; eine solche 
känn nur die 3 sein. Sollte sich nun keine der Bedingungen (a), (b), (c) 
auf die 3 beziehen, beschränkcn wir die Wahl von u von neuem durch 
die Congruenz: 

(d) a + 2qu = o (mod. 3), 

und dann ist 

qf> = — e^r (mod. 3), 

also ^ keinesfalls durch 3 theilbar, da r Primzahl und jedenfalls > 3. 
Die linearen Congruenzen (a), (b), (c), (d) soweit sie in Anwendung 
kommen, besitzen immer gemeinschaftliche Lösungen; denn die Moduln 
sind durchaus verschiedene ungerade Primzahlen, während Coefficient dér 
Unbekannten und Modul immer relative Primzahlen sind. Dabei känn 
natörlich u immer noch positiv und beliebig gross gewählt werden. Dann 
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ist auch <p positiv; mit dern so fixirten Werte von u sei nun f = a + 2gw, 
das mit a zuglcich gerade ist^ so erhält man endlich 



(5) ^ —^rr^qf, 

und hier enthält f nur solche Primtheiler, die grösser als r sind. 
Nun hat man wieder nach (5) ftlr jeden solchen Primtheiler it^ 

CtO = ■ 

und hieraus, da ni> r ist, nach Satz I. f- j = i, öder endlich durch 
Multiplication 

(?) = ■• 

Andrerseits ergiebt sich aus (5) auch f— ] = i, also schliesslich 
was zu beweisen war. 



Das Bedprocitåtsffesetz wird nun in der aller einfachsten Weise durch 
Zusammenstellung des II. und III. Satzes erschlossen. Man hat nämlich, 

wenn wieder r> q, nach II. aus (-] = i immer auch f-^j = i, und 

umgekehrt nach III. aus (— ) = i immer auch (-) = i; die beiden 
Symbole baben demnach gleichzeitig den Wert + 1 öder — 1. Es ist also: 

(t) = 0)> 

oder änders geschrieben - 



q—\ r—\ 



die bekannte Form des Reciprocitätsgesetzes, in welcher q und r mit 
einander vertauscht werden können, und demnach also schliesslich auch 
die bisherige Einschränkung {q < r) wegfftUt. 
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Zur Vervollständigung dieser Darstellung möge noch bemerkt werden, 
dass der auf die Zahl 2 bezQgliche Ergänzungssatz, wenn einmal das Re- 
ciprocitätsgesetz festgestellt und demnach auch auf das Jacobi'sche Symbol 
ausgedehnt ist, Dach einer von Ehonbckbr in seinen Vorlesungen gege- 
benen Bemerkung in zwei Zeilen erledigt werden känn. 

Ist nÄinlich P > i, positiv und ungerade, also eine der beiden Zablen 
P und P — 2 von der Form 4n + i, so hat man 

(i)-(^)(^)=(^)(p^)=(-»-(p^)' 

also bei Fortsetzung dieser Reduction schliesslich : 



(!)=(• 



p—\ p—t p*—i 



O' ' ^- = (-1) 



8 
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denen wir die entsprechenden, nuf die Entwickelung der zweiten Funda- 
inentalfonnel bezftglichen 

('5') J'{^) = -y,'^'Y^ 

^w= fl, 

hinzufugen. 

Die Quadrate der Linicnelemente der vermittelst der Cosinus Xj Yy Z 
und der anderen X', Y\ Z gebildeten zwei sphärischen Abbild ungen er- 
gaben sich aus den Gleichungen: 

rfX' + rfr + dZ'' = (^ + Q^^Xlz" + 2QQ^dzda + Q\da\ 

dX' + dr' + dZ' ={1 + P^y^' + 2PP^dzda + P\da\ 

Wird fiir cine Fläche (f , ^ , C)» ^^'^Iche cin gegebnes reducirtes Linien- 
eleinent bcsitzt, die Grösse P^ gleich Null, so artet die zweite Abbildung 
in cine sphärische Linie aus; wird dagegen Q^ gleich Null, so tritt diese 
Ausartung bei der eisteu Abbildung cin. Eine gleichzeitige Ausartung 
beider Abbildungen känn ffir keine Fläche (c,^, O eintreten, da vermöge 
der Ictztcn der Gleichungen (lo) (I. c. pag. 174) 

(■o) ^ = VQ, - QP, 

ein gleichzeitiges Versclnvinden der Grössen P^ und Q^ ausgeschlossen 
ist. Die zweite der obigen Gleichungen (15) zeigt nunmehr sofort, dass 
unter der Vorausselzung i\ = o die Function z der partiellen Differen- 



tialtrleichunf]^ 



J{z) = o 



genögen muss. Aber dieselbe Function genögt aucli, da Q^ von Null 
verschieden blcibf, der Fundamentulgleichung: (png. 1 78 1. c.) 

(i 7) aa + 2««tA,(^) — ^ + ^_«v/V (g) — 2^yl~a0{z) = o. 

yjff 
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Dic mit (ler Gleichung I\ = o verbundene Singularitrit karm daher nur 
eintreten, wenn die Grössen a,&,a,^ dergestalt angenoinirien werden, 
dass die zwei vorstehenden partielleii Differentialgleichungen zweitcr Ord- 
nunij ein ojGnieinschaftliches liite<];ral z zulassen. 

Was nun die Differentialgleichuiig J{z) = o anbetrifft, so ist sie der 
Ausdruck fttr den Umstaiid, dass die Curven z = Const. auf der Kugel 
der ersten Abbildung geodätische Linien, d. h. grösseste Krcise werden.* 
Aus der zweiten Colunine der Gleichungen (9) (I. c. pag. 173) ergiebt 
sich, dass unter der Bedingung Pj =0 öder J[z) = o die Cosinns X, Y\ Z', 
welche zur degenerirten Abbildung gehörcn, Functionen von z allein sein 
mössen. Daher drttckt die Orthogonalitlltsbedingung: 

xr + Yr + zz' = o 

unter der angenommenen Bedingung ebenfalls aus, dass die zu ^ = Const. 
gehörigen Curven der ersten Abbildung aus grössten Kreisen gebildet sind, 
und stellt das allgemeine Integral der Gleichung J{z) = o darr 

Durch Einsetzen der axia diesem Integral entwickelten Differential- 
quotienten der Function z in die Gleichung (17) könnte man die Bedingung 
der Coexistenz der Gleichung (17) und der Gleichung J[z) ^ o durch 
eine einfache Rechnung erhalten. Allein es ist bequenier, diese Be- 
dingung aus den in meiner Abhandlung gegebnen Gleichungen zu ent- 
nehmen. 

Die Gleichung (17) ist keine andere als die durch die Gleichung (16) 
(I. c. pag. 178) dargestellte IntegrabilitiUsbedingung 

(16) —aQ, + bl\ +aQ — l3P=o 

wahrend die Bedingung P^ = o mit der Gleichung J{z) = o zusammen- 
fällt. Daher ist die Bedingung, dass die Gleichung (17) mit der Gleich- 
ung J{z) == o gleichzeitig bestehe, einfach die folgende: 

— ciQi + oiQ — pP = o 
öder, da F und P, nicht gleichzeitig verschwinden können, auch: 
(P) — iiQ.V + aFQ — pP' = o. 



^ Pa J{z) = A(0Aa(2) — - A(2. A^)- Vcrgl. Darboux IC90DS III pag. 202. 




lOÖ 
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Unter der Voniussetzung f j = o sind die Cosinus X', Y', Z', wie schon 
bcmerkt, Functionen. von 2 allein, und cs besteht daher die Gleichuiig 






)^m-'--i+^- 



in welcher v' eine von a unabhängige Grösse bezeichnet. 
Aus den Gleich ungen 



(X) 



XX' ~h rr + zz' = o, 



dz dz dz Jfj 



von denen die letzte sich ohne Weiteres aus den Gleichungen (9) (1. c. 
pag. 173) ergiebt, erhält man auf bekannte Weise: 



V V dz 



dz J y a * ^'K 






v*\ dz dz J V a i,'«y'<y 92 






und falls man diese Werthe in die folgende Glcichung substituirt: 



32' ^ 32* ^32" ^' 



f 



welche sich durch Differentiation der letzten der Gleichungen (X) und 
Berttcksichtigung der oft erwahnten Gleichungen (9) ergiebt, so findet man: 



^v. 



'2 



I V 



n 






wenn der Abkttrzung wegen: 



b 



., dX' d'X 
dz ^ 



v" = 



dj/ 
dz 



V 
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gesctat wird. Fiihrt man jetzt den Werth des Productes PQ, ferner den 
Werth von P' und den durch die Gleiclumg (lo) gegebnen Werth von 
Q^P in (I^) ein, so stellt sich die Bedingung der Existenz einer gemein- 
schaftliehen Lösung der Fundamentalgleichung (17) und der Gleichung 
J{^z) = o in der Form dar: 

Unter der Voraussetzung, dass zunJlchst die Grösse a niebt der Nu 11 
gleich sei, und unter Einftthrung der Abkttrzungen: 



' * 2«T« 


a 











erscheint diese Bedingung in der Gestalt: 

(N') (}^ + Aj jy'" 4- m vVV^~i + n = o. 

Die Grössen v'', m, n der vorstehenden Gleichung sind von der Variablen 
a unabhangig. Daher ergiebt sich durch Differentiation nach a\ 

und durch Elimination der Function m, nach abermaliger Differentiation 
in Beziehung auf ir, erscheint schliesslich die Gleichung: 

,..v-,)0+«i»+i-'(?;+"-:^)=o. 

Zum Bestehen der Bedingungsgleichung (N) ist es daher erforderlich, dass 
die vorstehende quadratische Gleichung fur v'^ eine von a unabhängige 
Wurzel zulasse. Tritt dieser Umstand ein, so folgt durch Integration 
die Gleichung (N") zuriick. Alsdann bestimmt diese letztere Gleichung 
die Function m öder vielmehr i9 als Function der Variablen z. Eine 
abermalige Integration fiUirt zur Gleichung (N'), aus welcher die Function 
n bestimmt werden känn. 
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Aber nur in dem besondercn Falle, dass die so bestiiriinte Function 

n sich mit der Function — identisch crweist, bestcht dle ursprQngliche 

Gleichung (N), und känn die singuUlre Bedingung I\ = o crfiUlt werden. 
Die Erledigung des Falles, dass die vorstehende quadratische Gleichung 
fur die Function v'* durch jeden Werth dieser Grösse identisch erfiUIt 
wiirde, bedarf kaum der Andeutung. 

Wenn aber die Grösse a als Null vorausgesetzt wird, so giebt die 
Gleichung (N) ohne Weiteres die Bedingung der Coexistenz der Fun- 
damentalgleichung (17) und der Gleichung J'(^) = o in der Form 



I I a ,3 

7. = v 



an. Sind die Functionen a und /i geeignet, diese Bedingung durch eine 
von a unabhangige Grösse v'^ zu erfttllen, so ist damit v'' selbst be- 
stimmt, während die Function ö, die ebenfalls von a unabhängig ist, 
völlig willkarlich bleibt. 

Die Kenntniss der zwei Functionen v'^ und ö reicht in jedem Falle 
aus, um auf die Cosinus X', Y', Z' und mit ihnen auf die anderen X, F, Z 
zurQckzuschliessen. Nach geschehener Ermittelung derselben wörden sich 
die Coordinaten f,iy,C derjenigen Flächen, fdr welche die Bedingung 
Pj = o eintreten wttrde, durch die in meiner Abhandlung angegebenen 
Quadraturen bestiminen. 

Eine einfache, schon am angeftihrten Örte bentttzte Buchstabenver- 
tauschung in den vorstehenden Rechnungen wtirde diejenigen Kriterien 
ergeben, fiir welche die Gleichung ^^ = o erfttUt sein könnte. 

Functionen a , 6 , a , ^, welche diese Kriterien erflUlen, sind daher 
durch die Voraussetzung, dass weder Pj noch Q^ fttr eine der betrachteten 
Flächen verschwinden diirfen, aus den in meiner Abhandlung gegebnen 
Entwickelungen ausgeschlossen. Will man solche Functionen zulassen, so 
wttrden den durch die Fundamentalgleichungen bestimmten Flächen noch 
diejenigen hinzuzufögen sein, ft\r welche die betreffende Degeneration der 
Abbildung eintritt. 

Zur vollen Einsicht in das Verhalten der ausgeschlossenen Singulari- 
tät fiihrt schliesslich die Betrachtung der Transformation, welche die Fun- 
4amentalgleichung (17) in die zweite Fundamentalgleichung (17') (L c, 
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png. 181) ilberföhrt. Die Formeln diese Transformation vermittelndcn 
Formeln sind an der betreffenden Stelle nicht mitgetheiit worden, ergeben 
sich aber sofort aus der Combination der oben angegebnen Formeln (15) 
und (15') in folgender Gestalt: 

^(^)= nT) "^'^^ 7(7) 

Bezeichnet man durch A{z) die linke Seite der Fundamentalgleichung 
(17), durch A'{z) diejenige der Fundamentalgleichung (17') (1. c. pag. 
181) so hat man vermöge dieser Transformationsformeln die beiden Iden- 

tilätcn 

asl''(jA[z) = —J{z)A\z\ 

af^A'{z)= J\z)A{z). 

Aus ihnen gcht hervor, dass jede Fuiiction z der Variablen u , v welche 
A{z) zu NuU macht, als Function der Variablen u' , v' auch A'{z) zum 
Verschwinden bringt, wenn diese Function nicht etwa J{z) annulirt, und 
dass umgekehrt, wenn nicht etwa J\z) verschwindet, A'{z) mit A{z) gleich- 
zeitig zu NuU wird. 

Unter der Voraussetzung, dass die Bedingungen, mit denen die Gleich- 
ungen Pj = o odcr Q^ = o vertrRglich sind, a usgesch lössen bleiben, haben 
daher die Fundamentalgleichungen A{z)'=o und A\z) = o den gleichen 
Umfanor an Integralen und bestimmen allo Flächen von dem betreffenden 
reducirten Linienelement. 
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Berichtigungen »nr 
Tabelle der kleinsten primitiven Wurzeln der Primzahlen unter 5000. 

(Bd. 17, S. 315 und 20, S. 153 diescr Zeitschrift.) 



Die kleinste primitive Wurzel von 1021 ist 10, die von 3181 ist 7, 

(lie von 3191 ist 11, die von 3967 ist 6, die von 4657 ist 15, die von 

4751 ist 19. 

G. Werfhehn. 
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ticularisée des travaux désormais classiques sur ce sujet. Je renvoie 
donc ä cet ouvrage pour citer les grands travaux de M. Darwin, de 
M. ScHiAPARELLi, dc M. Helmert, de Gyldén etc. En general les auteurs 
cherchent les causes des variations des latitudes géographiques dans les 
actions géologiques, Vélasticite, la plasticité terrestre, dans les explosions 
volcaniques, les troubies météorologiques, la production des glaces etc., 
c'est a dire en general ils attribuent le phénoméne a des causes qui 
altérent la distribution des masses sur la surface de la terre. 

2. Mais outre les mouveraents dont on vient de parler il y en a 
d^autres qui ont lieu a la surface terrestre, et d'autres aussi peuvent 
subsister a Tintérieur (dont la grandeur nous est inconnue) qui sans 
changer a cause de leur nature cyclique les axes d'inertie de la terre ni 
la grandeur des moments d'inertie, ni la distribution des masses non plus, 
peuvent exercer une action puissante sur le déplacement des p61es de la terre. 

Pärmi ces mouvements on peut citer les courants marins constants, 
les courants atmosphériques, le mouvement continu des eaux des fleuves 
jusqu'ä la mer, leur évaporation et la condensation successive de la vapeur 
sur les montagnes. Ces mouvements ne changent sensiblement la distri- 
bution des masses, ni la forme de la terre et Ton peut méme dans une 
premiére approximation les regarder comme des mouvements stationnaires. 
Par rappört aux mouvements de la méme nature qui peuvent exister 
ä Tintérieur de la terre on ne peut rien afifirmer sur leur grandeur, 

Montrons d'une maniére tout a fait élémentaire leur influence sur 
la rotation. 

3. A cet efifet envisageons un corps dont les axes d'5nertie soient 
$ , ^ , C et supposons qu'å son intérieur ou a sa surface il y ait un mouve- 
ment stationnaire d'une partie de la matiére dont il est constitué. Ce 
mouvement qui aura lieu sous Taction de forces internes ne changera ni 
la forme ni la distribution des densités. Pour fixer les idées supposons 
que le corps soit homogéne et, par TefiPet de forces internes, un tore de 
revolution PQ tourne relativement au corps autour de son axe VV avec 
une vitesse angulaire constante, tandis que la partie résidue du corps soit 
rigide; ou plus en general le long d'un tube quelconque PQ ait lieu une 
circulation constante d'un fluide homogéne. Le centre de gravité du corps, 
les axes d'inertie et les moments d'inertie AyBjC ne changeront pas. 
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Soient m^ytn^^ m, les moments, par rapports aux axes ^9 ^ 9 C» des quan- 
tités de mouvement dues aux mouveinent« stationnaires internes quels quils 
soient. Si le systéine a un mouvement de rotation autour du centre de 
gravité O, et si les composantes de la vitesse angulaire sont 2? , j , r, 
les moments des quantités de mouvement ducs au mouvement absolu de 
tout le systeme, par rapport aux axes ^,17, Cy seront 

Ap + m^ , Bq + m^ y Cr + m^. 




Supposons que le systeme ne soit pas soumis a des forces externes; alors 
le couple de quantité de mouvement sera constant et son axe aura unc 
direction constante. Soit z un axe fixe paralléle a cette directiori; x,y 
soient des axes fixes situés dans le plan invariable et reprcsentons par 
la table suivante les cosinus des angles que les axes f , ^ , C förment 
avec les axes x^f y y z: 





X , y , e 


e 


a, , /5, , J'^ 


^ 


°'j > r» > Ti 


c 


«3 » Ä > Ti 



Les trois intégrales des aires seront exprimées par les cquations suivsintes 



(O 



{Åp + »i,)a, + {Bq + w,)a, + {Cr + m,)a, 
{Ap + m,)/9, + {Bq + «»,);?, + {Cr + m,)y9, 
{Ap + w,) r, + {Bq + «»,) r, + {Cr + f»,) r, 



o, 
o, 

Kr 
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K étant la ' grandeur constante du couple de quantité de mouvement. 
Dérivons ces cquations, et ayons égard aux foniiules de Poisson 



dt 



= »r — a,q. 



da. 



dt 



T =»3^ — «l^: 



(2) 


dt -Ä*^- 


Pz9, 


1f-=Ai- 


-?,'< 




dt r.r- 


-TzQ* 


'^-r.v- 


-r,r, 


on troi 


uvera 









da^ 
dt 



= a,q — a^p, 



• 



La, + Ma, + Na, = o, Lp, + Mp, + iVy9, = o, ir, + ^U + ^r. = <> 



ayant pose 



^tt +\(^-^9r + m,g — m,r = L, 
B^ + {A — a)rp + m,r-m,p = M, 

dr 
C-^ + {B — Ä)pq + m^p — m^q = N. 



Qn aura donc les équations 



(3) 



A^ + {G — B)qr + m^q — m^r = o, 

B^ + {Ä — C)rp + mj — m^p = o, 

dr 

Cj^ + {B—A)pq + 7n^p — m^q = o. 



On a bien aisément deux intégrales algébriques de ces équations. En 
efiPet en les ajoutant apres les avoir multipliées par jp,?,^, on trouve 
par une integration 



(4) 



- {Ap^ + Bq'' + 6V») = h = const. 
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pourra admettre que dans certaines époques ils se ralentissent, en d'autres 
époques il deviennent plus rapides. On voit tout de suite qu'on pourra 
abandonner l'hypothése des inouvements stationnaires et pour cela il 
sufTira (^e supposer m^ , m^ , m^ des fonctions du teinps au lieu que des 
quautités constantes et alors il faudra remplacer les équations (3) par les 
équations 

^ Ä^ + {C-B)qr + m,q -m,r + ^ =0, 



(7) 



B^ + {Ä — qrp + m^r —m^p + ^ = o, 
C^ + {B — A)pq + m^p — m^q -f -^ = o 



qu'on trouvera de la méme maniére qu*on a employée précédemment. Dans 
ce cas il restera la seule intégrale (6); Vintégrale (4) ne se verifiera pas. 

4. Le plan des recherches que je me suis proposées est justement 
d'étudier d'abord Taction toute seule des inouvement cycliques qui ne 
changent ni la forme ni la distribution des masses sur la terre, et d'étudier 
apres les perturbations produites par la plasticité et en general par les 
mouvements qui changent la forme et la constitution de la terre. La 
premiére partie a été traitée avec détail dans ee mémoire; de la seconde 
il n*y a qu un aper9u au dernier chapitre. 

Je crois de cette maniére d'avoir envisagé la question d'un point 
de vue nouveau. 

Les mouvements cycliques dont nous avons parlé sont appréciables^ 
du moins en partie, pour les habitants de la terre, mais un observateur 
qui aurait égard seulement å la variation de la forme de la terre et aux 
variations de sa constitution, c'est ä dire ä la distribution des masses, ne 
s*en apercevrait pas. C*est pourquoi par rapport a ses observations il 
pourrait les appeler, en suivant une locution trés-heurcuse introduite par 
Hertz, des mouvements cachés. 

Nous arrivons par lä a une liaison entré le sujet de ce mémoire et 
les idées imaginées par Hertz en systématisant celles de Helmholtz et 
de Maxwell, et dont la base est la théorie des mouvements cycliques. 
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Mais en envisageant de cette maniére la question j'ai reconnu qu*il 
y a encore un autre interét, dont je vais parler: un interét qu'on pourrait 
appeler analytique et fonctionnel. 

On connait trés-bien la relation qui subsiste entré leg transcendantes 
elliptiques et la théorie de la rotation libre d'un corps rigide. D^aprés les 
mémoires classiques de Jacobi cette théorie constitue une des plus belles 
applications des fonctions Jacobiennes. Or la recherche des rapports entré 
les mouvements cycliques et la rotation est (comme on le voit tout 
d'abord) un probléme beaucoup plus compliqué que celui de Jacobi de 
la rotation d'un corps rigide; cependant je montrerai que ce sont toujours 
les fonctions elliptiques et Jacobiennes qui suffisent pour la resolution 
compléte de la question, méme dans le cas le plus general. Je donnerai 
en effet dans ce mémoire la solution compléte. On verra que ces transcen- 
dant^s paraissent toujours sous des expressions rationnelles ou soqs des ex- 
ponentiellesy mais d*une maniére différente que dans la solution de Jacobi. 

Nous allons donner en peu de möts une idée de ces resultats et 
pour cela nous faisons usage dés ä present de la terminologie d^HsLM- 
HOLTz/ qu'on va rappeler. Les coordonnées indépendantes d'un systémc 
peuvent étre classées en deux catégories: les coordonnées cycliques et les 
paramétres. Les premiéres existent dans un systéme lorsqu'il y a des 
mouvements possibles qui n'altérent pas la distribution des masses et qui 
produisent un échange cyclique des masses. Un mouvement est dit cy- 
clique lorsqu'on peut se bomer a considérer dans Texpression de la force 
vive les termes qui dépendent seulement des intensités cycliques.' Il est 
evident qu un mouvement rigoureusement cyclique n'existera que si tous 
les paramétres seront constants. 

Cela pose envisageons un systéme dont les liaisons n'empéchent pas 
la rotation autour d'un point. Les variables qui déterminent sa configura- 
tion seront, outre celles qui définissent la position variable d'un systéme 
d'axes ayant Torigine dans le point fixe, un certain nombre de coor- 
données cycliques et de paramétres. Nous supposerons que les coordon- 
nées cycliques et les paramétres sufifisent pour définir le mouvement 



* Principien der Siaiik monocyklischer Systéme, Crelle^s Journal, Bd. 97. 

* Le cas appelé å^ignoraiion of coordinates avait éxé examiné par Thomson et 
Tätt, Treaiise on naiural phUosaphy, Vol. I, Part. I, Art. 3^9. 



Sur la thoorio des variations des latitudcs. 209 

relatif par rapport aux axes. Nous regarderons ce mouvement comme 
le uiouvemeiit interne du systéine et nous supposerons quMl soit cyclique. 

Faisons d'abord Thypothése que les axes soient fixes et que les pa- 
ramétres soient constants. Si on abandonne le systéme ä son inertie les 
moments cycliques et par conséquent les intensités cycliques seront des 
quantités constantes. Cest pourquoi dans ee oas Je mouvement sera dans 
le méme temps adiahatique et isocyclique. 

Supposons maintenant que les axes puissent tourncr librement et le 
mouvement interne soit maintenu isocyclique, les paramétres étant con- 
stants. Cest le oas d'un systéme dans lequel existe un mouvement in- 
terne stationnaire. 

Alors si le systéme n'est soumis a aucun couple de rotation nous 
démontrerons au chapitre II que, les composantes de la rotation seront des 
fonctions elliptiques du temps et les cosinus des angles que les axes d'inertie 
du systéme förment avec des axes fixes seront des fonctions uniformes du 
temps représentahles par des fonctions Jacobiennes. 

On peut demander dans ce cas s'il faut des forces pour maintenir 
stationnaire le mouvement interne, On trouve qu'en general elles sont né- 
cessaires et qumi peut en déterminer les expressions par des fonctions ellip- 
tiques du temps. 

La nccessité des forces dont nous venons de parler prouve que de 
la méme manitre que le mouvement interne altére la rotation, celle-ci a en 
general une influence sur les mouvemenls internes, Cest pourquoi on peut 
se poser la question suivante: A Vintérieur d^un systéme qui peut tourner 
autour d'un point fixe et qui est ahandonné å son inertie existent des mouve- 
menls cycliques quelconques {les paramétres étant constants). Comment a lieu 
la rotation et quelles lois suivent les intensités cycliques, å cause des actions 
mutuelles que ces mouvements exercent entré eux'^ 

Gette question qu'on peut appeler le probléme general du mouvement 
adiahatique parait au premier abord trés-compliquéc car pn peiitimaginer 
les mouvements cycliques internes d'une ma^iiére tout ä fait arbitraire. 
Cependant nous montrerons au chapitre IV qu*on peut la rcsoudre compléte- 
ment en employant un théoréme par lequel on raméne ce cas a celui 
d'un mouvement isocyclique, de maniére que méme dans ce cas les com* 
posantes de la rotation sont des fonctions elliptiques du tetnps et les cosinus 
des angles que les axes mobiles förment avec les axes fixes s'expriment par 

Acta viathevialica. 21. Iinpriin^ lo "Jl sopfombre Is!)??. 27 
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des fonctions Jacobiennes. En outre les intensités cycliques sont des fonctions 
elliptiques du temps. Le probléme peut étre aussi généralisé en regardant 
comme isocyclique une partie seulement des inouvement intemes et en 
supposant que les forces correspondantes aux autres coordonnées cycliques 
soient nuUes, et la solution s'obtient toujours de la méme maniére. On 
voit par la que le champ des problénies sur la mécanique des systémes 
d'ou ressortent les fonctions elliptiques et Jacobiennes est beaucoup plus 
large que celui compris dans les rechercbes classiques de Jacobi, car il 
embrasse le probléme general du mouvement adiabatique et isocyclique 
d'un systéme quelconque. 

6. Il nous reste a indiquer de quelle maniére a été faite la division 
en chapitres du mémoire. 

Les premiers trois chapitres traitent du mouvement d'un systéme a 
Tintérieur duquel existent des mouvements stationnaires. Dans le premier 
chapitre il y a une étude géoraétrique faite avec les vues de Poinsot; 
le second chapitre renferme la solution analytique compléte, et le troisiéme 
est consacré a la recherche des rotations permanentes, de leur stabilité, 
des oscillations du p61e autour de ses positions stables et des perturbations 
correspondantes de la période eulérienne. 

Le quatriéme chapitre traite en general des mouvements cycliques 
et renferme les resultats dont nous venons de donner un aper9U. 

Dans le cinquiéme chapitre, apres Tétude du cas general des mouve- 
ments internes qui n'altérent ni la forme ni la distribution des masses, 
et la resolution du probléme de déterminer les mouvements internes, étant 
donné d'une maniére arbitraire le mouvement du p6Ie, on trouvera quelques 
applications au mouvement de la terre. J'ai cherché par des calculs 
approximatifs de déterminer les mouvements internes cycliques qui cor- 
respondent aux mouvements harmoniques du pöle découverts par M. Chand- 
LER. Cet eminent astronome a trouvé dans le mouvement du p6le une 
période d'environ 430 jours. Si le couple de quantité de mouvement des 
mouvements internes avait une composante dans la direction de Taxe ter- 

restre égale a — -- du couple de quantité de mouvement de la terre 

supposée rigide, la période eulérienne deviendrait celle de M. Chandler. 

Sans discuter ce resultat je cherche quels seraient les mouvements 

internes cycliques capables de déterminer dans le p61e le mouvement 
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harinonique ayant la période annuelle dont M. Chandler a déterminé les 
elements. Les resultats obtenus sont renfermés dans quelques théorémes 
qui sont énoncés au § 3 de TArt. V. 

Je remarquerai ici seulement que Vaxe du couple de quantité de 
mouvenient correspondant oscille de maniére que la projection sur Véquateur 
de son extémité {Vorigine étant au centre de la terre) décrit une dlipse dont 
fat calculé la grandeur des aooes, et dont le grand axe est situé dans le 
méridien ayant la longitude rfe 45° (par rapport au meridian de Greenwich) 
c^est a dire dans le méridien qui passé au milieu de Vocéan atlantique. 

Enfin le dernier chapitre renferme un aper9u des perturbations qu'on 
a dans les lois précédemment trouvées par Thypothése dé la plasticité ter- 
restre. Gette étude est ä peine ébauchée, c^est pourquoi j^espére de pouvoir 
exposer dans un autre mémoire des nouvelles études dans cette direction 
ainsi que dans rhypothése générale des mouvements cycliques lorsque les 
paramétres ne sont pas constants et de pouvoir enfin approfondir les appli- 
cations de ces recherches. 



GHAPITRE I. 



I/étude géométrique de la rotation d^un corpa dana lequel existe 

un mouvement interne atationnaire. 

Artide I. 

I. Il est possible de se faire une idée claire du mouvement sans 
recourir a Tintégration compléte des équations différentielles (3). Il sufiPit 
pour cela d'envisager les intégrales algébriques de ces équations qu'on a 
trouvées (Introduction § 3) de la méme maniére que Poinsot a fait dans 
ses recherches sur la rotation libre d'un corps. 

Nous commencerons par nous proposer la solution des deux problémes 

suivants: 

I**) Déterminer toutes les positions de Taxe instantané de rotation 
par rapport au corps en mouvement 
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2°) Déterminer la vitesse angulaire de rotation du corps pour chaque 
position de Taxe. 
Soit 

(i). A^' + D7i' + CV^i 

réquation de TellipsoXde d'incrtie par rapport au centre de gravité O et 
soit P son intersection avec Taxe de rotation. On peut appeler P le pole 
et la courbe qu il décrit sur TellipsoKde la polodie. 
Si Ton pose 

OP == yo, ö> = v/i/' + (/' + r^ 

on aura que los coordonnécs du pole seront 

(2)a ^-P::.^ -n-p-^ ^=P- 



CO ' ' (O O) 



d'ou (voir (4) et (i)J 



< 2Ä = 1 
w 



c est ä dire 

Par suite la vitesse de rotation sera proportionnelle au rayon vecteur OP, 
On a ainsi la solution de la deuxiéme question que nous nous sommes 
proposée. 

On déduit des équations (2)^ 



et en substituant dans l'équation (5) 

(3), A'e' + ny + cx' + 4f(^'«i^ + ^'«.^ + ^''»^O = § 



Les équations de la polodie seront donc les deux équations (2)^ et (3)^. 
La derniére équation peut s'écrire encore 
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On peut donc envisager la polodie coinine 1'intersection de Tellipsolde 
dMnertie avec Tellipsolde ayant pour équation 



• 2_3 



3^3 



A'5' + By + cx' == 



2h 



transporté par une translation de maniére que son centre ait pour coor- 
données 



m. 



m. 



m 



Ayj2h ' By/2h ' C }j2h' 

La preiniére question est donc aussi résolue. 

2. Dans le cas étudié par Poinsot le plan tangent a TellipsoUde 
d^inertie au p61e est paralléle au plan invariable et il est un plan fixe. 
Gette propriété nef se vérifie pas dans le cas que nous étudions. Ce- 
pendant on a des propriétés analogues qu41 est intéressant d^examiner. 

Le plan polaire, c'est a dire le plan ;r qui est tangent a Tellipsolde 
d'inertie au pole, a par rapport aux axes coordonnées ^ , ^ , C l'équation 

(4)a Ape + Bqrj + 6VC= V2Ä. 




Conduisons les deux droites OK ^ OM. La preiniére soit Taxe du 
couple de quantité de mouvement; Tautre ait pour projections sur f ,^, C 
les trois quantités m^ ^ m^ ^ m^. On pourra appeler ce dernier vecteur 
Vaxe des mouvements internes. 
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Les coordonnées des poiiits M et K seront respectiveinent 

Ap + m^ f Bg + m^ y Cr -j- m 



8 



On tire de la que le plan polaire est toujours perpendiculaire ä la droite 
qui va de Vextrémité de Vaxe des mouvements internes å celle de Vaxe du 
couple de quantité de mouvement. La droite MK est donnée par 



MK = ^AY + BY + C'r^ 
et la distance OD entré O et le plan polaire est 

0D= ^"^ 



y/AY + BY + Cr* 



par suite: la distance entré le centre de gravUé et .le plan polaire est en 
raison inverse de la distance entré les extrémités de Vaoce des nwuvements 
internes et de Vaooe du couple de quantité de mouvement. 

Par rapport aux axes fixes x , y , z Téquation du plan polaire sera 

{Apa, + Bqa, + Cra,)x + {Apfi, + Bgp, + Crp,)y 

c'est a dire, k cause des équations (i), 

— (m,a, + m,a, + )n^a,)x — {mj, + m,/9, + mA)y 

— Kn + »»»r» + '»3rs)« = v/2ä. 

L'équation du plan polaire au temps t -\- dt, sera 

— K«, + m,o, + m^a^)x — (w,y9, + «i,/9, + m^p;)y — [ni,r, + »»,;•, + ^nzT*)'^ 
— {m^da, + Wjrfa, + m^daj)x — {m^dfi, + m^dp, + tH»dp^)y 

— (wjjrf;-, + tn^dj-, + m^dj-^)z = y/2h, 

c'est pourquoi rintersection du plan polaire au temps t et du plan polaire 
au temps t -{• dt sera une droite du plan 

(*»,rfa, + nifda, + »»,</«,) a; + (»»,rf/9, + ni,rf/9, + m^d^,)y 
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Divisant par dt^ et ayant égard aux formules (2) cette équation peut 



8'écrire 



»»l , »», . »», 




«t > «j > Oj 


x + 


P , 9 , r 





m^ , Mt, , Wl, 




y^i » Ä » i'» 


y + 


i» . ? . ♦• 





m, , fw, , m^ 



Ti » Ta > Ta 



!> 



z = o 



d'oii Ton tire 



(5)a 






= o. 



Cette équation est celle du plan POM. 

La droite PH ou se rencontrent les deux plans polaires correspondants 
aux temps ty et t + dt peut étre regardée comme Taxe instantané autour 
duquel tourne le plan polaire au ' temps t. On aura donc: Le plan 
polaire tourne å chaque instant autour de la droite ou il rencontre le plan 
conduit par le påle et par Vaxe des mouvements internes. 

3. On peut mener par chaque point de la polodie la droite autour 
de laquelle le plan polaire doit tourner. Le lieu de ces droites sera une 
surface tangente a Tellipsotde d'inertie le long de la polodie et qui sera 
liée invariablernent au corps en mouvement. Appelons cette surface la 
surface axiale, alors le mouvement du corps aura lieu de sort que Vellipsoide 
d^inertie roulera sur le plan polaire, tandis que celui-ci tournera å chaque 
instant autour de la génératrice ou il rencontre la surface axiale. L'équa- 
tion de la surtice axiale 8'obtiendra par Télimination de p , q , r^ entré 
les équations (4), (5), (4),, (5).. 

Ärticle n. 

I. Nous nllons généraliser aux mouvements que nous étudions un 
théoréme bien connu donné par Sylvester pour les mouvements a la 

POINSOT. 

Posons dans les équations (3) 



^ = ^ 

a 



]3 = 



6' 



C 
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on aura 

I dp 



Idp (I l\ 

i dr . [l i\ , 



I dq 
b 



et les intégrales (4) et (6) deviendroiit 



'- + 'r + - = ^h, 

a be 



f:+-.)'+(f+«^,)'+G+'«,)=^ 

en supposant qiroii change les unités de maniére que la constante K 
soit égale a i. 

2. Supposons maintenant que Ton compose le mouvement avec une 
rotation uniforme cd autour de Taxe du couple de quantité de mouve- 
ment. Alors les trois composantes de la rotation deviendront 



d'ou 



a + to a + (O 



q'b m^ioh 

b + (O b + OJ 



r c m^coc 
r = ? — 

c + w c + w 
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Posons 

a + (O = a\ b + (O = b\ c + w = c\ 

a , b , c , 

^ a + €o *' ^h + Q) ^' ^ c + CO ^' 

alors les équations précédentes pourront s'écrire 

I + »»J = f + Wj, 

J + »wj = ^ + m„ 
et par suite on aura 

+ (^ — ^Vy + m[r'— m'tp' = o, 



I dq' 

vit 

'c' dt 



+ (^ — ^y?' + m'^p' — m\q' = o, 



«'* o" r'* 

^ + fr + V = 2'*'- 



Entré les deux quantités constantes h et Ä' Bubsistera la relation 



h 



, -L _\^ ( ^1* ^»^ ^a^ \ 

2\ a + 10 h + (O c + Q) / 

Donc si on compose le mouvement que nous étudions avec une rotation 
uniforme autour de Vaxe du couple de quantité de mouvement, la nature du 
mouvement ne changera pas; il n'y aura qu'un changement des constantes. 

Gette propriété est tout a fait analogue a celle qui a été découverte 
par Sylvester dans le cas des mouveinents a la Poinsot et dont on trouve 
des nombreuses et intéressantes applications dans les travaux de M. Dar- 
Boux et de Halphen. 

Äota VMth«matica. 22. Imprimé le 5 octobre 1898. 28 




218 



Vito Volterra. 



Ärticle ni. 

I. Nous consacrerons un chapitre (chapitre III) ä Tétude des mouve- 
ments permanents et a leur stabilité, mais des a present nous voulons 
examiner quelques propriétés des mouvements permanents. 

Puisqu'on doit avoir 

Ap^ + Bq^ + Cr^ = const., 

un axe de rotation sera permanent lorsque p ,qyr seront constants, c' est 
a dire si Ton aura 

dp dq dr 
dt^^di^di"^^ 

et par suite (voir équations (3)) 



(6). 



d'ou Ton tire 



(C — £)qr + m^q — m^r = o, 
{A — C)rp '{■' 7n^r — m^p = o, 
{B — A)pq + ni^p — m^q = o, 



(6')« 



P 



Ap + mj Bq + m, Cr + m. 



2. Les points multiples de la polodie se trouvent ou les deux sur- 
faces (i)a, (3)4 sont tangentes. Les coordonnées du p61e sont 



V 



r 



\J2h ' yj2h ' yjlh 

par conséquent les plans tangents aux deux surfaces au p61e auront pour 
équations 

\j2h \/2h yJ2h 

^U,+».,)(e--y +B(B,+,„.)(,_-i=) +P(a-+„,)(c-^) = £ 
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et ils colncideront lorsque 

P g _ r 



Ap + wij Bq + w, Cr + m, 

Donc: les axes permanenta de rotation passent par le centre de gravité et 
par les points multiples de la polodie^ et si la polodie a un point multiple 
la vitesse de rotation correspondante sera celle de la rotation permanente. 

3. Revenons raaintenant aux équations (3). Elles seront satisfaites 
si Ton substitue aux fonctions p{t) , g{t) , r{t) les autres fonctions 

-p{T-t) , -q{T-t) , -r{T-t), 

T étant une constante arbitraire; et en rempläSfant dans le méine temps 
Wj , Wj , W3 par — m^y — m, , — mg. On pourra énoncer cette propriété 
en disant: le mouvement du systéme peut sHnvertir si Von invertit Vaxe des 
mouvements internes. 

Cela pose, supposons que, la polodie ayant un point multiple P^, le 
p61e puisse rejoindre ee point apres un temps T . Si Ton invertit le 
mouvement le p61e reviendra au point de départ apres le méme temps, 
Mais Taxe de rotation et la vitesse qui correspondent a P^ sont perma- 
nents, donc le p61e ne pourrait plus bouger de P^. On a donc: Si la 
polodie a un point multiple, le påle sapprochera indéfiniment ä ce point 
sans jamais le rejoindre. 

Cela constitue une dififérence essentielle entré les mouvements qui 
ont lieu lorsque la polodie a des points multiples, et ceux qui ont lieu 
lorsque elle n'en a pas. Dans le premier cas la polodie sera une courbe 
fermée et le pöle reviendra au point de départ; dans le deuxiéme cas 
le pöle ne reviendra au point de départ mais il s'approchera indéfiniment 
au point multiple. 



Artide IV. 



I. Dans cet artide nous particulariserons les formules dans le cas 
ou Tellipsolde d'inertie a deux axes égaux, et le troisiéme est plus petit 
que les autres. 

Supposons A = B, et prenons les axes f , rj dans le plan de Téqua- 
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teur de maniére que Taxe des mouvements internes soit dans le plan fC. 
Alors on aura m^ = o, et les équations de la polodie deviendront 

ou bien 

Posons pour simplifier 

Gm. . 



• C(C — A) yj2h 

C'w; 4- {K—2Ah)G{C—Ä) 
2 y/2h AC{G — A)m^ 



= ^., 



C{C — A)yj2h 

Les deux équations précédentes s'écriront 

(C-0'=2P(fo-^)- 

On déduit de lä que la projection de la polodie sur le niéridien qui passé 
par Vaxe des mouvements internes, est une pardbole dont Vaxe est perpen- 
diculaire ä Vaxe de symétrie de rellipsmde. 

Les coordonnées du sommet de la parabole seront f^ et ^^ et le 
semi-paramétre sera P. 

2. Le théoréme précédent conduit a une construction tres simple 
de la polodie par Temploi des méthodes bien connues de la géométrie 
descriptive. 

Il suflfit de choisir pour i*"^ plan de projection un plan paralléle 
a Téquateur et de prendre le 2^ plan de projection paralléle a Taxe de 
symétrie et a Taxe des mouvements internes. L'ellipsoT[de d^inertie sera 
projecté sur le premier plan dans un cercle, et sur le second dans une 
ellipse. La projection de la polodie dans ce plan sera une parabole ayant 
Taxe paralléle a Téquateur. On obtiendra donc la polodie en la regardant 
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comme Tintersection de Tellipsolde avec un cylindre dont la directrice est 
une parabole et qui est perpendiculaire au second plan de projection. 
Cest pourquoi il n'y a pas de difficulté pour construire la premiére pro- 
jection de la polodie. 

Par ee procédé nous avons dessiné les projections de plusieurs po- 
lodies qu'on a obtenues en changeant la position de sommet et la grandeur 
du paramétre de la parabole. 
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^% 







3. I/avant-derniere figure correspond au cas ou il peut arriver 
une inversion des poles, c'est a dire que le p6le peut passer d'un bout a 
Tautre du petit axe de Tellipsolde. 

Pour cela sont nécessaires et suffisantes deux conditions, savoir 
1°) la parabole doit passer par les projections des extrémités du 
petit axe. 
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2®) le sommet de la parabole doit se trouver a Tintérieur de la pro- 
jection de Tellipsolde. 

Ccs conditions seront vérifiées lorsqu^on aura 

(7)a C = o, 

De la premiére on tire 



et par suite 



m, = o, 



K, — 2Ah 



2 ^2h Am^ 

Lorsque le p61e sera a un bout du petit axe on aura 

p = Oy ? = o, r = r, 

d'ou 

Crl = 2h, C'rl = K^ 

et par suite 

^ Cofl{C — Ä) ^ 

^ 2y/GrlAm, ' 

Ayant égard ä Téquation {S)^ on aura 

Crl{C — A)^ I 

^^ — ^r • 

2yJCrlAm^ )JA 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il arrive Tin version des 
pöles seront donc 

4. On peut examiner aussi le cas ou Tellipsolde d^inertie se réduit 
ä une sphére. 

Si A = B = Cf les équations de la polodie deviennent 

^(^' + 57' + = 1. 
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La polodie sera donc Tintersection de la sphére d^inertie avec le plan 

et par conséquent elle sera un cercle de la sphére ayant pour axe, Taxe 
des mouvements internes. 

Dans ce cas les équations (3) sont des équations linéaires qui peuvent 
8 intégrer immédiatement. En effet si on fait colncider Taxe f avec Taxe 
des mouvements internes, elles deviendront 



d'ou 



j dp dq , m dr m 



p^a^, q = a,cos(^t + a^j, r = a^ sin Qt + aX 



a^ , a^, a, étant des constantes arbitraires. 

Le p61e se mouvra sur la polodie avec une vitesse constante et la 

période d'une revolution sera 



m 



Dans ce cas Tamplitude de la polodie ne dépendra nullement de la 
grandeur de Taxe des mouvements internes, mais seulement de sa direc- 
tion par rapport ä Taxe initial de rotation. 

Ärticle V. 

I. Les mouvements des systémes que nous venons d'étudier géomé- 
triquement et que nous allons étudier analytiquement dans le chapitre 
suivant sont une généralisation des mouvements a la Poinsot. 

Nous consacrerons cet artide ä réduire les équations différentielles 
des mouvements a la Poinsot, celles que nous étudions et d^autres plus 
générales ä un méme type. Cette transformation appartient a la partie 
cinématique de la recherche, c'est pourquoi nous la pla9ons dans ce 
chapitre. 

Un mouvement ä la Poinsot est le mouvement d'un systéme d^axes 
qui tourne autour de Torigine fixe de sorte que les composantes de la 
rotation ont des rapports constants avec les cosinus des angles que les 
axes förment avec une direction. fixe. 
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Si ^j , /*j , j-^ sont les cosinus, p j q , t les composantes de la rotation 
et a , 6 , c les rapports constants, on aura 

d'oii Ton tire, a cause des équations de Poisson, (Introduction § 3) 

di = 'dt=<^rr-m) 

ou bien 

i^=/i_iW i^=(l-%v l^=(i—L]pa 

adt \b er' bdt \c ayP' c dt \a b)^' 

Si Dous posons 

les équations précédentes pourront 8'écrire 



dp d(/,, /-,) 
dt d(q , r) 


dq dif^, Q 
dt d{r,p)' 




dr _ d(f, , /,) 
dt d(p , q) 


et on aura 


» ~ • , 










Tz 


dr 



2. Au inéme type d'équations appartiennent les équations diffé- 
rentielles du mouvement d'un corps dans lequel existent dés mouvements 

internes stationnaires. En effet posons 

> ■ I ' . 

1 > 
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Alors on pourra écrire les équations (3) de la maniére suivante 

dp^dil^^ dq^ d(i,,i,) ^ dr^ d(f,,f,) 

dt d(q ^ r) dt d{r,'p) dt d(j> ^ q) 

Pour avoir les cosinus Ti > Ta > r«» ^^ sufifit de construire la fonetion 



ron aura 










I dF 


I dF 


I dF 




^^ ~ Kdp ' 


^« Kdq ' 


^» "" Kdr ' 



Entré les fonctions f , , fa > J^^ subsisteront les relations 

p I / dF ^ dF ^ dF ^\ 

^' 2>JABGV^V H ^r ) 

3. En general si on a un systérne d^axes en mouvement autour de 
Torigine fixe et les cosinus des angles qu'ils förment avec une direction 
fixe son t donnés par les formules 

_ i dF _ I dF ^ 1 dF 

^^''Kd^' ^^~Kdq' f^'^Kd^' 

K étant une constante et F une fonetion quelconque de i? , g , r on aura 
a cause des équations de Poisson 

ddj^_ dF dF d dF _ dF dF d dF _ dF dF 

dtdp dq ^ dr ' dtdq ^ dr dp ^ dt dr dp ^q ' 

Calculons les premiers membres de ces équations, on aura 

d^dF_ d^F dp d^F dq d^F dr 
dtdp dp^ dt dpdq dt dpdr dt ' 

ddF _ d^F dp d^F dq d^F dr 
dtdq ~ dqdpdt "^ dq* dt "^ dqdr di^ 

ddF _ d*F dp d^F dq d*F dr 
didr "" drdp dt "*" drdq dt "^ dr*' dt' 
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On tire de la 







d dF 
dtdp ' 


d dF 
dtdq ' 


d dF 
dt dr 


dp 
dt 


I 
H 


d'F 
dqdp ^ 




d^F 
dqdr 






a»F 

drdp ' 


d^F 
drdq ' 


d'F 

ar* 



I 
H 



dF dF dF 

dp ^ dq ' dr 


• 


P , g y r 





a»F a*F d*F 

dqdp ' dq* ' 3^3r 

d^F d*F d*F 

drdp ^ drdq ^ 3r' 



I 
H 



a^2LW/ W/ W/ J ' ar2LW/ "*" \dq) "^ \3r/ J 



dF 



9-,[^7"*"*^"^" 



aF 



aF 

dr 



^1 3 r 3P 3F aF ^1 



fl étant le Hessien de la fonction F. 
Posons 



on aura 



dF ^ dF ^ dF ^ 



di H d{q , r) 



D'une maniére tout a fait analogue on trouvera 

dq ^J_ d(^, , y j ^ _ _L ^(^i > ^J 

(ii H d(r, p) ' dt H d{p , q) ' 

Si nous introduisons une variable auxiliare t, telle que 



? = ^ 

ar 
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les équations précédentes pourront s'écrire 

(q\ dp ^ ^(yi > 9 ^) dg^ d(y, ,y^J dr ^ d(y^ , y,) 

^^^* rir d(^,r) ' dr d{r , p) ' dv d{p , q) ' 

(.o). t-ir. 

Ces équations ont les intégrales ip^ = const., j^j^ = const et s'intégrent 
par une quadrature. 

Les trois premiéres équations appartiennent au méme type d'équa- 
tions qu*on a trouvé auparavant. 

4. Lorsque -P est de 2* degré, ^^ ei ^^ ser ont aussi des fonctions 
de 2* degré et H sera une quantité constante. 

Alors si on intégre Véquation (10)^ on trouve 

Cq étant un constante arbitraire. 
Dan? ce cas, en posant 



(lO. 



^.-df[(:7)'+(FD'+(:-f)"] 



. i r dF , dF , dF ^1 



les équations (9)^1 deviennent 

dp ^ d{f,,Q dg ^ d(f, , Q dr ^ d^f, , U) 

dt d(q,r)' dt d{r , p) ^ dt d{p , q) ' 

Dans la fonction F on peut négliger le terme constant, alors il est aisé 
de remarquer que pour obtenir la fonction 

dF , dF . dF ,, 
^dp dq * dr 

il suffit de négliger dans la fonction F les termes de premier degré. 
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CHAPITRE II. 



L'étude analytlque de la rotation d^un corps dans lequel existe 

un nwuvement interne stationnaire. 

Ärticle I. 

I. Dans le dernier artide du chapitre précédent nous avons ramené 
les équations dififérentielles (3) au type suivant 



(0. 



{dp^ d(f,,f,) 
dt 



dq 
dt 

dr 
[ dt 



d(q, 


r)' 


d{f,. 


f,) 


d(r. 


P)' 


d{f,, 


f.) 



d(p, q) 



oii /*j , /*3 sont des fonctions de p j q , r. 

Nous allons par suite commencer par Tétude general des équations 
différentielles de ce type. 



(2)- 



2. On peut trouver deux intégrales des équations (i)^, c est ä dire 

f^ = const. = Ä j , /*2 = const. = h^ , 



ce qu'on vérifie tout de suite par un calcul élémentaire. 
Posons 



(3), 












1% 



^,{x, ,x,,x,, X,) = a;j[/; ^?i , ^ , ^) _ Ä,]. 
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Les fonctions (p^ , (p^ auront un degré d'homogéiiéité egal a 2. On a 
maintenant 

dp I x^dx^ — x^dx^ , 

dt x\ dt 



écrira 



par suite la preiniére des équations (i)b sécri 

x,dx^ —x^dx^ _ d{<p, , y^) 
"^^^ dt - d(x, , X,) 

et de méme les deux autres pourront 8'écrire 

x^dx^—x^dx, _ d(y^,yj 
^4 ib dt ~d[z,,xy 

fy,y ^,dx, — x,dx^ ^ ^(yi»y«) 

^^ ^"^ dt d(x, , X,) ' 

Enfin on pourra substituer aux deux intégrales {2\ les équations 

(5)b J^i =0, j^, = o. 

Deux quelconques des équations (4)1,, (4')b> (4')c auront la forme 

dt d{X(^r-k-\) 7 «(r+2)) 

■ «4^«(r+l) — «(r+l)<^a?4 d{<p^ , ^,) 



d^ d(«(r+2) , X(^r)) 



étant 



o < (r) < 4, (r) = r mod. 3. 



On en tire 



dt -" aa.(.^,) r^^+^> ^x,r^,, ■*■ ^<'-> aW 
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Mais 



difi 



difi 



difi 



^Vi _ ,,. _ 






(t-1,2) 



par suite Téquation précédente »'écrira 

_ — — ^^~^"^"'^~ ""^^ ^^^~^~~~ • 

dt 5'^(r4-2) ^•'^4 ^•'?4 ^•''(r+J) 

On pourra donc conclure: si i^ , i, , i^ , i^ e5i une permutation qudconque 
iordre pair des nombres 1,2,3,4 on aura 



(6), 



dt ^(«h,«0 



3. Appliquons aux variables x^ une substitution linéaire 



(7), 



X 



i =* ^»^i,»^ty f« = ^iQ,»^< 



et soit C le déterminant des coefificients c,,. Nous supposons que C ne 
8*annulle pas. 

Nous aurons 



dXi^ , rf^i. 



-z 



l|,»2 ? *2t*2 






^(yi > y>) _ yr^Hfi^^ 



d{xi^, «•,-,) 



=1 



^ (c«, , f o 






Mais par un théoréme sur les déterminants, on a ^ 






I 

C 






par suite Téquation (6)b pourra s'écrire 



2 



^»l,«l > ^*2,«l 



'l|,«2 



J ^i,, 



f«2<^C«, f«,<i 



dt 



-=z 









* Baltzer, Tlieorie und Anwendungen der Determinanten^ III Auflage, page 50» 
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d'oii Ton déduit 
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(8). 



dt Cd(f,,,fO 



On tire de la qvCune substitution linéaire ne change pas la forme des 
équations différentielles. 



Ärticle II. 

I. Nous voulons maintenant appliquer les resultats de Tarticle pré- 
cédent au cas ou f^ et f^ sont des fonctions entiéres de 2* degré par 
rapport ä p y q , r. 

On aura alors 



(9), 



fl=l {<*uP' + «!!»<?' + Cii^^) + «J.?^ + (^Sl^P + «nM 



+ O,,/) + o,,g + a,^r + a, 



f> = i i^y + ^s?' + ^s»"') + ^8**? + K^p + Km 



+ ^4P + ^«? + ^4*' + *- 



En posant 



a — h^=).a,„ b — \ = \h,. 



on trouvera 



(9')i 



9i=\ ^i^»H»^i^.> f » = ; ^X,h.XiX, 



et par la sabstitution (j\ on pourra reduire f^ et jr, aux formes suivantes 



(I o): 



F, = ^(f? + f« + c? + f:) 
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11 Ruffit j)our cela que Von ait 



(lOi 






(Ä > A) 



(•'').. 



^i^8^i,8^i,h^8,h — ^A? 



Les quantités A»- seront les racines do réquation de quatriéme degrc par 
rapport a A 



{'2).. jU) = 



a,, — 



1 1 



a 



31 



a 



31 



a 



41 






23 



3 3 






-^^S » «44 



— }J> 



14 



A* 



34 



— ?M 

— kb 



34 



44 



= O. 



Par suite, si /? est le discriminant de la forme ^^, on aura 

t{X) = B{X-X,){X-X,){X-X,){X-k,). 

2. Snpposons que les racines soient diflférentes entré elles. 
Soient a,., les elements adjoints aux elements du déterminant (12)1^. 
Nous les désigncTons par un suflFixe a\^^s lorsqu^on remplacera / par Aj. 



On trouve alors les égalités 



8) (8) (8) js) y Y v 7. '»> ,/*) 



= e. 



^1,r Ö3,r «4,i 



Mais par un théoréine sur les déterminants on a ^ 



„(«) „(«) -__ ^(«) „c«) 



par suite, ä cause de la premiére des équations (ii)b 



e.= 



Sar^r^h^k^KkCLh^k 



* Baltzeu, Throrie in)d Anwendungen der Determinanten^ III Auflago, pago 54. 

Aeta mathematiea. L'2. Iniprini^ le l.'J octobre 1898. 30 
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Dérivons Téquation (12)^. Nous trouverons 
et., ayant égard a Tégalité (13)5, 



T,T,b,,ai^> = — tw = B{K^, - xxK,, - m.+» - Ky 



Par suite 



( 1 4)b <=.•,. = 



v'»*,') B(^.+ i - ^X^+2 - ^)(^+. — ^s) 



=v/ 



ai,i 



B(Ås+l — ÅsX^8-\-2 — ^)(^« + 3 — ^s) 



En6n si Toti fait usage de la régle pour calculer le produit des dé- 
terminants on trouve 

BC'=i 
d'ou 

3. Les équations (8)^, a cause des forinules (io)b, deviendront 



/7/ rA^^i ^8 J ^8^84' 



dt c 

Posons 

ff , ö-j , ^3 , ^Tg étant les quatre fonctions de Weierstrass. Alors les équa- 
tions précédentes deviendront 
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Mais entré les fonctions a subsistenl les relations différentielles ^ 



^(r+l)^ ^(r+1)^ = 



^(r)^(r+l)> 



par suite les éqiiations précédentes pourront s'écrire 



/^4Ar+2)^^ ^f(^(r+l) Kn) l^{r)l^ir-\-\) 



cl'ou Ton tire 



('7)- 






C 



(V+l) Kr)) 



dt 
du 



par conséquent on aura 

(^ 8)b ^(r+1) ^(r) = -^ (^r+2) ^r))(^(r+l) ^(r)) ( ^j 



et enfin 



(19), 



Ä' 



^» ^3 ^1 K . \ ■ ^4 



«! — «S ''l 



K-x,-x/ 



4. Des équations (17)5 on déduit 



2 /^4 

/^(r+2) 



//(r)//(r-|-l)/Ar + 2) 



2 2 

/i(r)//(r-H) ^^ 

"2 2 



— /^(^Cr+1) V)) ^., ' 



C 



A(r-f-2) — A4 



(in 



i"4/W?r+2) (^C^^+l) ~" ^(r))(V+l) — V)) 



c^est pourquoi on aura 



(20), 



/Hr) 



/Ar+1) 



M{r-\-2) 



V^(r + 2) V+O 



v^; 



(r) >*(r-f2) 



/^4 



V^ir+l) Å(r) 



V 



I \ (^r_+ 2)^ Arf l )X ^(r) ^(r-f?)) 

''•(r + 2) — ^^4 



* Weierstrass, Formeln und Lehrsälxe xum Oebrauch der cUiptiacken Famii*tnen, 
pagc 28. 
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Or (voir (7J et (16^ 



X 



i ^a^ifs/^s^s 



(lonc, en cjilculant par los formules (3)b, (i4)b et (20)1, les expressions de 
p , q , r et en retranchant les facteurs comniuns aux nuinérateurs et aux 
dénoininateurs on trouvera 



1 ' •• ' 



(21), 



UrAi^r^r + Äi^^ff 



tf = 



2^r A->,r(fr + -^.',4 O 



8 



r = 



•i ' 

3 
2-;. Az,r(fr + Ä-i^^a 

2-r -'J4,r<yr + -^4,4 0" 



oii Ton a pose pour simplifier 



(2 2),. 



Im = v/; 



.(') 



«<..(^, - ■^.) 



(-J. - K)i.K - '«.)('«4 - K) ' 



. _ t/ ^fkK - K) 



'■' ^ kK - KtK - K){K - K) ' 

(^(r + 2) ^(r+n)(^(r) ^r+2)) 

Pour trouver la relation qui subsiste entré la variable t et rargument u 

7/ 

des fonctions a^ il sufifit de résoudre Téquation (i8)i, par rupport a — . 
Si on intégre apres, ayant égard a Téquation (15)5 on trouve 



/(r+2) — /4 »" ^^^4 V+1)A^4 A(r+! 



riif 



(23). 



t 



=v/ 



^(r+n ^(r) 



B{k 



r + 3> 






w^ étant une constante arbitraire. 
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et si Ton di vise par {A — X}{B — A)(C — A) 



(25'). 



y4mj B ml 



+ 



Cm' 



A—X ' B—Å ' O—Å 



+ 7T-^ — 2A/i + Ä, =0. 



A cause de Tégalité (24),, cettc équation pourra s'écrirfi encore 



(25"): 



m 



+ 



ml 






N0U8 supposerons que les racines soient simples, que m^ym^,m^ no 
soient pas nuls et que les trois quantités A, B, C soient différentes entré 
elles. Dans ces hypothéses aucune des racines ne sera égale a -4 ni a 
J5, ni a C 

3. Nous aurons, par des calculs sans difficulté, 



Var. = • "- 



«l,4 



» »-* 1 , 1 




v 02,2 


«2,4 


V«3,3 


«3.4 



m 



V' 



= '"» v 
= '"3 v 



(>!« 


- B){Å, - 


-C) 


>l. - /I 


'(>!,■ 


- - 6')(^ - 


■A) 


/. - - B 


'a- 


- A){Å, - 


-B) 



Å.-a 



yIc/:,\ - ^{Å, -A)(i,- B){Å. - C). 

Si Ton substitue ces valeurs de Va<*/ dans los forinules (22)^ les équations 
(2 i\ devienneiit 



(26), 



M 



p = m 



Å, — A 



'-:,",+ 



M. 



M. 



M. 



1 - a"* -^ JT^a"' '^ Å. - A 



M^a^ + itf,<T, + jtfjffj + M^a 



M 



tn. 



Å. — B 



H,", + 



M. 



Å, — B 






M. 



Å^ — B 



M^a, + M,aj + M,<t, + M^a 



M, M, 



r = /«. 



Å, — C 



Å,- C 



T, + 



M. 



K — G 



S^^i + 



M. 



C 



i»f,<T, + 3f,<T, + 3/,«7, + M^a 
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ayant pose 



M. 



(2 7), 



= v/^ 



Å. — Å. 



{^, - ^^){^^ - ^M ~ ^,) 



yJ(X, - A){X, - B){Å, - C) , 



M, 



M, 



M. 






>i. — >i 



m, - K)iK - ^ 7) ^^'' - ^^'' - ''^^'^ - '''^ ' 



L — Å 



^7=mr=iM^^~^ vU - Ax^, - m - O) , 






Pour trouver Téquation du temps il suffit dobserver que le discriininant 
B de la forme ^^ dans notre cas se réduit ii 



B= — 



2 /i 



En snbstituant cette valeur dans Téquation (23)1, on trouve 



(27'). 



t 



s/ 



ABC 



^(r) — 6(r+l) 



2h (^(r+2) — ^)(^(r+l) — ^r)) 



{u — U,). 



On peut donc énoncer la proposition: Si Von a un corps, a Vintérieur 
duquel existent des mouvemenfs stationnaires et qui nest soumis ä aucun 
couple de rotation, les trots composantes de la rotation par rapport au centre 
de gravité sont des fonctions elliptiques du temps. 

Le probléme de la rotation est donc résolu par les forrnules de 
cet article, pour ce qui a rapport aux trois composantes de la rotation. 



Artide IV. 

I. Afin que la solution analytique du probléme soit compléte, il 
faut déterminer les neuf cosinus des angles que font les axes prineipaux 
avec le systeme d^axes fixes. On les a appelés des le com mencement 
(voir introduction) a^ , a, , a, ; y?» , ^., , [i., ; Ti ^ Ta ' Ty 
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Nolis avons dcjä détenniné p , q , r; il suffit donc d'intégrer les équa- 
tioiis de Poisson (voir introduction (2)) 



lii 



a 



la. 



dl 

da, 
It 



= a.r — a.q, 



OnP — «!»■. 



= aj7 — a,p, 






dt 
dt 

It 



a 



= r,^'—r,9^ 



= np—rx^'^ 



YxQ — nV 



2. Avant d'abor(ler cette question dans le cas particulier du pro- 
bléme que nous occupe, nous envisagerons le cas tout a fait general et 
nous donnerons dans cet artide un théoréme sur la rotatimi des corps qui 
siinplifiera beaucoup tous les calculs que nous allons faire. Posons ^ 

^, = «! + '/9p A^ = a^ + ip^, A^ =»3 + i^3 

on aura les relations bien connues ^ 



d'ou Ton tire 



(28), 



iA^—A.r^ + A,r^ =0 



A = 



A = 



n ^ n 



— TxU — n, 



f. + 7 



.2 
3 



et par suite on a 

Soit 

^1 =«i— ^Ä^ 



que A^ , A^ peuvent sVxprinner rationnellement par 



B^ = a, — ip,, B^ = a, —i^. 



t • 



nous pourrons ecrire aussi 



I — r' 



^,= 



/a 



«,= 



I y« 



* Voir Brill, Sul prohlema della roiaxione dei corfn. Ann al i di Mat. T. III, S. II. 
Voii- Ukrmitk, Sur quclqncs opplications des fonctioHs eUiptiqucs. XII, pagc 27. 
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Par conséquent B^ , Z?.^ , B.^ pourront de méme étre représentés rationnelle- 
ment ])nr r, > Ta » Ta ' -''^r ^^' ^^ ^*^ ^'^ déduit que les six cosiuus a, , a^, a^; 
Ä ' Ä ' A ^^^^^^ ^1^^^ fonctions rationnelles des méines quantités. 
Observons enfin que 

_. _ i-fr 

donc ^ Ie^s neuf cosvms sont des fonctions vatmnieUes des trois (juantités 

(29)b I +ri » Ta + 'r3 ' «i +«Ä. 

On déduit des équations de Poksson 

par suite, ayant égurd aux équations (28),,, nous obtiendrons 



(30), 



^» ^/^ ;'5 + n 



ce qui démontre que lorsqu'on connait p , g n r ; Yx^Tif Yz^ ^^ suffit d^une 
seule quadrature pour obtenir tous les (»osiuus. 

3. Les propriétés précédentes rappelées, uous allons déniontrer le 
théoréine suivant: 

Si p . q j r ; y^ , y^ , y.^ sonf des fonctions tiniformes du temps donf les 
pohUs shif/uliers sotd des poles, ef si dans fout point sifif/uHer Tordre d^irifini 
d'mie des fonctions y^ , y,^ , y.^ n*est pas dcpnssc par fordre d'infini des fonc- 
tions p . g , t; alors les neuf cosinas seront des fonctions uniformes du temps 
et tons leurs points sim/idiers seront des poles. 

En effet, si p , 7 , r ; y^ , y^ , y^ uont que des pöles pour points sin- 
guliers, on pourra écrire 



F 
P ^, 


Q 
<1- jj, 


R 


n 

^1 D' 







' Voir Halphen. Traitc des fonctions elliptiques. T. II, page II. 

Ada tnatliematiea. 22. Iiuprimé le 13 octobre 1898. 31 
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Pj QjB] I\ y r^ y r^] B étant des fonctions entiéres. Supposons qu'on 
ait retranché toutes les racines communes a ces fonctions, alors on pourra 
dire que F^ , F^ , F^ , D n*auront pas des racines communes. Pour le 
voir il suffit d'observer que si F^ y F^ , F^ , D avaient une racine qui ne 
flit pas luie racine de P , Q j B, une au moins des fonctions p , q , r de- 
viendrait infinie d'ordre supérieur aux trois fonctions TuY^y y^ pour / égale 
a cette racine, ce qui est contraire aux hypothéses qu'on a faites. 
Cela pose, on peut transformer Téquation (30)5 en écrivant 

A, dt f, + r\ 



s 



Mais 



par suite 






rl + rl = (i — ri)(i + n) = iu — irztr^ + ^n) 



]_^Al^ r»^ — nq _ r — ig ^ _ r^r — r,g , r + ig 

A, dt I + r, r» + *r3 ^ — r, r, — n^ 

Si on a égard a Tégalité 
l'équation précédente deviendra 

I d^, _ d , . , r-iq _d , , r + iq 

c'est a dire 



, . i dÅ, d , /D 4 r,\ R — iQ d , /D — I\\ , R + iQ 

I dA 
Les p61es de la fonction — -3-* seront les valeurs de t qui annullent une 

A. ut 

ou plusieurs des quantités 

D + i\ , D-r, , D, i\ + ii\ , r,—ir,. 

Soit f une de ces valeurs. Nous pouvons distinguer deux cas. 
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Si t Q n'est pas en méme temps une racine de l\ et Ag, alors 
l\'\'ir\ et l\ — il\ ne seront pas nuls a la fois. Il en suit que Tinfini 

de -r-TT dépendra du ternie -n log ( — t. — '^J ou du terme -ttIoojI — =^ — -\ . 
A^ dt ^ dt ^ \ D / dt ^ \ D / 

Mais chacune de ces fonctioiis est la dérivée logarithmique du rapport 
de deux fonctions entiéres, donc dans ce cas -Y~jr ^^^'^ infini de premier 

ordre et le résidu sera un nombre entier. 

Exauiinons inaintenant le cas oii t^ est une racine de r\ et de f\, 
Alors l\ -\-H\ et l\ — ii\ seront nuls a la fois, et puisque 

(/> + /;)(!>_. /;) == (/; + i/;)(/; _ £/;) 

il fandra qu'un des facteurs du premier nieinbre soit nul. Mais les 
deux facteurs ne sauraient pjis étre nuls sirnultanénient, parce que 2>, 
1\ , r^ , 1\ n'ont aucune racine connnune. 
On tire de la que 

(32)b Ii»" ,• = ± t. 

Calculons la dérivée de 'f^±,iY.y On aura 

ji in ± <r,) - ji [ — ö" ') - z>' V'' '~'dt ^^■'^^'-^Ut) 

Mais des équations de Poisson on déduit 



par suite 



'-^- = 5 (' ■. ± '-''.»('j? T /i';) - ^ (« + '«) 



et enfin 



(34), 



H + iQ 1! + iQ 



^(/;±^/;) i(A±'A)('^T^p)-§(A' + 'V) 



^■Mi^aAai 
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Soit f^ une racine de F^ + H\ d'ordrc w, jilors elle sera une racine 
d'ordre n — i de --f.{r^ +ir^)' L*cquation (33)1, nous montre qu'elle sera 
aussi une racine d'ordre n — i de B + iQ, et par conséquent le rapport 

deviendra pour t = t^ infini de premier ordre. Ayons égard rnaintenant 

aux deux expressions (31)1, que nous avons trouvé pour -r-j-^- I^c 

I dA 
l)reniier ternie de l'une ou de Tautre sera fini pour t = t^, donc -7- 'jr 

scra intini de premier ordre. Pour calculer le résidu il suftlra de dé- 
terminer le résidu du rapport (35)5 qui sera egal ä 

,. R + iQ 
p = n lim 



i 



-"j^ir^tiO 



()n peut faire usage de la formule (34)0» et on a alors 

p = n lim -j~ 

= n lim — , ..., ,,., == n lim { — tt h 

r, k + iQ \dt "^ / 

<•(• qui muntre (voir (32)1,) (jue le résidu est uu nombre eiitier. 

Nous pouvons donc conclure que dans tous les caa tes sinyularilés de 
la fonction 



I dA, d , . 
A, dt dt ^ ^ 



sont des pöics de premier ordre, les résidus étant des nombres entiers. Par 
conséquent A^ sera une fonction uniforme ayant pour singularités des 
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pöles, et les neuf cosinus qui sont des fonctions rationnelles de j^ijT^jj^^y A^ 
seront aussi des fonctions de la meine nature. 

C. Q. F. D. 

4. On peut énoncer le théorcme du paragraphe précédent d'ane 
autre inaniére. 

Si Of i a 
f f.\ -^' _ ^ _ ^ _. ^1 'i ^\ 

P , Q j R ] I\ , I\ , r^ ; 1) étant des fonctions uniformes et entiéres da temps; 
et si l\ ^ 1\ , I\ , B nont aucune racine commune; les neuf cosinus seront 
des fonctions ti ni formes et leurs singularités seront des pöles. 

En effet nous avons déja vu que si dans chaque point singulier 
Tordre d'infini d'une des fonctions y^ ^ y^^ Ti ^^'öst pas dépassé par les 
ordres d'intini de p , q , r il faut que I\ y I\ , T.^, D n'aient aucune racine 
commune. Démontrons maintenant la proposition reciproque. Soit n 
i'ordre de multiplicité d*une racine de D dans un point singulier. Il 
y aura une des fonctions y^^T^jTz 4^' deviendra infinie d'ordre n et 
aucune des fonctions p ^ q y r deviendra intinie d'ordre supérieur. 



Ärticle V. 

I. Pour vérifier si les conditions nécessaires et suflFisautes pour 
Tapplication du théoréme fondamental de Tarticle précédent sont satis- 
faites dans le probléme de rotation que nous étudions, il faut calculer 
Ti » Ta > TaJ ^^y^nt déja calculé dans Tarticle III les quantité p y q , r, 

Faisons coincider Taxe j avec Taxe du couple de quantité de mouve- 
ment. On aura alors 

et en substituant a p , q , f' les valeurs qu'on a trouvées (voir artide 

III (26),) 



24t> 
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(37), 



Tx = 



W, X, 



/.,.V/, >i..V 









iC 



u = 



m, ^, 



K^i K^f, K^J^ K^J, 



^ 



X.— B * ' Å,-B' ' ; B 



K 



LM, ÅJL ÅJL ÅJL 



rs = 



m, ^j — C 






;., — C 



Si donc on fait usage des notations de Tarticle précédent on trouve 
(voir artide III (26)^) 



(38), 






<;> = m. 



B 






M. 



b''^ "*'>i. — b"» * L — B 



<':. + 



M. 



■). 



(39) 



b 



^^ kKj;^^''^ +j;-=rÄ''^ ^j;^^""^ +^:i'^j' 

„ m, / Å,M, Å,M, Å,M, XJI^ \ 



r.. = '^. 



w, / Å,M, 



K \Å, — C 



,(Ti + 



Å.M. 



XM. 



Ä.M 



4 4 



jf~c''^ +r^^^ -^ x.-cr 



a 



2. Démontrons maintenant que les quatres fonctions F^, F^, F^j D 
jxout aucune racine eommune. Cela suffira pour prouver que tous les 
neuf cosinus sont des fonctions unifornies ayant pour singularités des poles. 

Posons 

M^(T, = i/j, M^(T, = f/„ M.^a, = 1/3, M^a =,y^ 

et ayons égard a Thypothése qu'on a faite que m^ , m^ , m.^ ne sont pas 
nuls. Alors les équations 



(40), 



D = r,=F, = r,=o 
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♦ / • 



pourront s ecrire 



(41).. 



y. + 



y, + 



Vz + 



y. 



^y^ + t^aV^ + } 3-7//:. + r^v- 



>!, — /« 



>l3-^ 



k^ — A 






= o 



= o, 



= o, 



= o. 



Le déterminant, des coefficlents sera 



A = 



I , 1,1,1 





K 






^ 




1 


; 


A 




K 




yl' 





A ' 


K 


— 


A ' 


'K 





A 




K 






K 






K 






K 




K 


K 


B ' 


K 


K 


B ' 


^, 


^, 


B 


' K 


K 


B 



yl, - C ' Å, — C ' Å, — C ' X, — G 



= o 



et en le développant on trouvera 



A = 



yf2?C(i?-/l)(a-i4)(C-B)(yi, ->!,)(/!, -yi,)f/(, ->l.){>l,->IJ(yl,-y!Jy(,,-/(,) 



(;. - ^)(yi. - AtX, - A ){X, -A){A, - B}{Å, - li)(X, - H)(X, - BXk, - C)(k, - V){Å, - VV-, 
Le premier inembre de réqiiation (25)^ peut 8'écrire 



-C) 



^ = 2 A (A - A, )(A - AJ(A - A J(A - X,)=[A- X){B - A)(6' - A)(Ä', - 2ÄA) 

+ Am\{B - X)C-X) + Bml{C - X){Ä - A) + Cn,\{A - X){B - A). 
En faisant successiveinent X = A , B , C on aura 



(^ _ A,)(^ _ A,)(.l - AJ(^ - AJ = 
(^_A.)(B-A,)(«-AJ(Z?-AJ = 
(C- A,)(C' - X;){C- A,)(0 - AJ = 



Am\{B — A){C—A) 





2h 




Bm\{0 - 


- B){A - 


-B) 




2/t 




CmliA ■ 


- C){B - 


-C) 



2k 
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Par suite le dénoininateur de A ?er:i egal a 

_ ABCmimjmKB — Ay(C — A)\C ^ B)' 

8/? 

et par conséquent 

vi]mlml{B — A)(C — B)(A — C) 

Mais on a supposé que les racincs /, , A^ , A3 , A^ soient difFérentes entré 
elles. 11 en suit que A n*est pas nul, d'ou Ton tire la conséquence que 
les équations (4i)b5 ^-'est a dire les équations (40)1,, sont incoinpatibles. 
Cela signifie que les quatre fonctions D ^ T^ , F^ , 1^^ n'ont aucune racine 
conirnune. Il ressort donc du théoréine de Tarticle précédent que les 
neuf cosinus seront des fonctions uniformes et leur singularités seront 
des pöles. Ils seront des rapports de fonctions uniformes et entiéres, et 
nous en calculerons les expressions dans Tarticle suivant. 



Artide VI. 

I. Pour obtenir les expressions des neuf cosinus il sutFit de calculer 

^ + h y n + To ' «i + ^Ä 

puisque les cosinus sont des fonctions rationnelles connues de ces quan- 
tités. (Voir artide IV, § 2.) 

Si on prend Texpression de I) trouvée dans Tarticle précédent on a 

^ = J/^ + ilf ?i + M, *'- + M, = x{u). 

Donc /(w) est une fonction doublenient périodique dont les périodes 
sont 4tt> et 40)'. * 

Posons u = 2Vj il viendra 

et ^ aura pour périodes 2(0 et 2a)'. Elle deviendra infinie ä Tintérieur 



* Weierstrass, Formeln und Lehrsätxe^ page 28. 
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du parallelogrnrame des périodes dans les points o y cd , cd' j cd'\ par suite 
elle sern une fonction elliptique de quatriénie degré et Ton aura ^ 



fW = o. 



'{' -"M-M -'^H^ -"i) 



a va (v* — (l)<t{v — (ö)a{v — (o") 



C, étant une constantc et 



tt^ + ti, + tig + M, = 4ö>". 



Par conséquent 



v = c,,(!l^.).('i^),(!i^-),(!i^-)c 



et l'on a 



G = 



an 



''^(i-")''(i-*'')K^-'''") 



De nioine on peut écrire 

Cj , Cj étant des quantités constantes, et 

v, + ^2 + ^^3 + ^^4 ■= ^^1 + ^^'a + w^8 + «^4 = 4ö>"- 
On déduit de lä les expressions suivantes pour \ -\- y^ et ^^ + ^Tt 



UA 



> +r, - 






r» + »y» = I": 



"(^"■')''(=^-)K=^)K"-^"=) 



?t — 



<T 



M^-^X^^K"^) ' 



* Ibid. page 15* 

Åeta mnthematiea . 22. Jmprimé le 27 octobre ISfiS. 
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et il faudra supposer ^ 
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^'l + ^S + ^'S + ^^ _ ^1 + ^^ + ^^ + ^4 __ ^^jfj^«jf_W'!,_+ J^ _ ^ 



L, et if^ étant des constantes. 



2. Posons 



(43), 



'>■ = <-^)"v^')'('^')'('-^') 

ir + 7" - i,.(!i^),(!i^«,).Ci^),(:!^) 

=x„(.-^.)4-i-)4-i-).(»-j.), 



rj + ir, = L,a\ 



u — w 



= x.,(.-^>(„-^-)«(.-|-)4-|-) 



Les trois fonctions D', 2)' + ^'> ^2 + *^8 seront des fonctions entiéres 
et on pourra les substituer a D , 2) + ^1 > J^a + ^^3 dans les forinules 
de rarticle précédent. En faisant cette substitution dans la formule (31)5 
on aura 



(3 1 Ob 

oii Ton a pose 






/l, dt 



dt 



D' 






R — iQ={R' — iQ') 



au 






^ Nous écriroDS a = b lorsque les nombres a et 6 serout tcls que 



a — h = 2mco + 2na}\ 



m et n étant des nombres entiers. 
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Dans Varticle III nous avons établi la relation qui subsiste ciitre les va 
riables t et u. Elle peut s^écrire (voir (2 7')b) 



ou n et Uq sout des quantités constantes. Par suite 

D^aprés des propriétés bien connues on pourra dire que les résidus de 
la fonction <fr^{v) seront égaux ä ceux de la fonction ^(0- 

3. Cela pose supposoiis qu'aucune des valeurs Ui ne soit congruente 
ä une valeur t;,-. On pourra en déduire qu*aucune des tVi ne sera 
congruente ä une valeur w^. En effet chaque racine de jTJ + ^^a ^^^ 
une racine de D' + JT' ou de D' — J", mais elle ne peut pas étre une 
racine de D\ parce que dans ce cas D' et D' + F' auraient une racine 
comniune, ce qui est contraire aux hypotheses qu'on a faites. Donc les 
valeurs tr^ ne sont pas des racines ni de Z>' ni de r\ et par suite on 
pourra énoncer les propriétés suivantes: 

1° pour les valeurs t; = - la fonction 



d , /W + 1"\ 



est infinie de premier ordre, son résidu étant + i. 

•få . 
2" pour les valeurs v=— la fonction 



d . /D' + r'\ 



est infinie de premier ordre, le résidu étant — i 
3° pour les valeurs v ^-^ la fonction 

(44)b ~2iiTV+irl 

est infinie de premier ordre, le résidu étant + i. 
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«n <|M «M an 

Prenons les poirits — ^ , — ^ , -^ , — ^ ä l'intérieur du parallélogramme 

^ ^ J!t ^ 

des périodes. La somme des résidus de la fonction dans les points d'infini 
qui sont a Vintérieur du parallélogramme des périodes devant étre iiulle, 
il faudra que le résidu de la fonction (44)5 soit egal a + ^ ^^ deux des 

quatre points — * et soit egal ä — i dans les autres. 

Rappelons maint^nant (voir artide I, § 3) que la fonction (44)5 doit 
avoir le résidu egal + ^ ^^ s'annule D' — T\ et doit avoir le résidu 
egal — I oii J)' + ^' s'annule. Il faudra donc que pour deux des 

valeurs de la variable t;, par ex. — ^, — ^, soit nulle la somme D' +• JT' 

10 tv 
et pour les autres — ^ , -^ soit nulle la diftérence Z>' — JT'. Si nous 

choisissons t;, et v^ de nianiére que Ton ait v^=w^y v^ = w;^> ou pourra dire: 

1® pour 

w^ w, 

— "2" ' ~~ 2 





^1 
2 ' 


2 ' 


la fonction 






(45)b 




I dA, 
A^ dv 



sera infinie de premier ordre et le résidu sera + 1. 
2° pour 



■~ 2 



la niéme fonction sera infinie du premier ordre et le résidu sera — i. 
3** la fonction (45)b n'aura d^autres infinis que les précédents. 
Par suite il viendra ^ 

m étant une constante. 



* Voir Weierstrass, Formeln und Lehrsätxe^ pagc 20. 



Sur la théoric des variations des latitudcs. 



353 



Si on intégre et qu'on désigne pur L^ une nouvelle constunte, on 
trouvera 

2 



A,= L 



'{' -M' -iH' -t)'{' -"i) 

'"("-?H"-tH«-tH"-t) 



>?/ii0 



— W., 



Rappelons les forinules (42)5 et ayons égard aux égalités w^ =^3» ^^ = ^4 
Nous pourrons écrire 



(46), 



J + r, --= L, 



{^)'(=^-^)K'^)"(-' i "O 



r, + '>» 






o, + 'A = i, 






ou il faut supposer 

(47)b w^i + w', = t;^ + t;,, 



1', + Wj + «, + n^ Vj + v^ + v^ 4. v^ 



~o, 



On a ainsi Texpression générale des trois fonctions dont les cosinus dé- 
pendent rationnelleinent d'une nianiére connue. Il est aisé de voir que 
les formules gardent la méine forme si Ton suppose que quelques-uues 
des valeurs u^ soient congruentes aux valeurs v^. Il ne reste a trouver 

que les relations entré les constantes w. , ^t > "^i > A ' -^« > -^s ^^ ^ ^t l^s 
constantes mécaniques du probléine. 



254 Viio Vollerra. 



Note au chapitre II. 



1. La resolution analytique de la question est composée de deux 
parties. Diins la prerniere on détennine les composantes de la rotation; 
dans Tautre on calcule les cosinus des angles que les axes d*incrtie font 
avec les axes fixes. 

Cest la menie décomposition de la question qu'ont fait Jacobi et la 
plupart de ceux qui ont traité de la rotation des corps. II va sans dire 
que la prerniere question est beaucoup plus simple et plus faeile que 
Tautre. 

2. Par rapport ä la prerniere question on peut reinurquer que pour 
reconnaitre ä priori que les composantes de la rotation s'expriment par 
des fonctions elliptiques du tenips, il suflfit d'avoir égard ä la polodie 
qui est Tintersection de deux quadriques. Les coordonnées de cette courbe 
sont des fonctions elliptiques d'un paramétre, et puisqu'elle8 sont pro- 
portionnelles aux trois composantes de la rotation, celles-ci pourront de 
méme s'exprimer comme des fonctions elliptiques de ce paramétre u. Or 
on peut démontrer que u est une fonction linéaire du temps. En effet 

si Ton calcule y- on voit tout de suite, ä cause des équations (3), que 

ce rapport est une fonction doublement périodique. Il est faeile de dé- 

montrer que, si Téquation (25% n'a pas de racines multiples, y- n'a pas 

d'infinis, ce q.ui prouve que ce rapport est constant. 

2. Relativement a la seconde question on peut dire qu'elle a été 
résolue aisément dans le chapitre précédent en vertu du théoréme de 
Tarticle IV. La difficulté trés-grave de la détermination des cosinus a 
cté surmontée presque sans calculs. Si on aurait voulu suivre la voie 
dirccte il aurait fallu calculer et discuter Texpression (30% qui peut se 
mettre sous forme de rapport de deux polynomes rationnels et entierg de 
jérae j^.gpé pnr rapport aux fonctions er- Mais en employant le théoréme 
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qu'on vient de citer, il a été suffisant de s^assurer que les nuiriérateurs 
et les dénominateurs des expressioiis de j'^ , ^^ , j'^ ne s'jmnulent pas en- 
semble pour reconnaitre que tous les cosinus sont des fonctions uniformes 
du temps et pour pouvoir apres les calculer. 

Si on emploie la ménie méthode duns le cas des problenies d^EuLKR 
et de Laguange on est conduit tout aiscnient aux mernos conclusions. 



3. Dans un de ces admirables fragments sur la rotation d'un corps 
que M. LöTTNER a tircs des manuscrits de Jacobi, on trouve rexplica- 
tion du succés de la méthode d^intégration de Jacobi dans le cas du 
problcme d*EuLER. La voici: Tangle (p d'EuLER formé par Tintersection 
des plans ^ et xy avec Taxe x s'exprime par une somme d'intégrales 
elliptiques de trolsieme espéce auxquelles est attaché le diviseur 21. Puisque 
la méme circonstimce favorable se présente dans le problcme de Lagrange, 
Jacobi a pu reconnaitre a priori que son procédé pouvait s'étendre ä 
ce cas. 

Allons voir quelle relation subsiste entré Texistence du diviseur 2i 
de Jacobi et le théoréme de larticle IV. 

La dérivée de Tangle <p d'EuLER est donnée par la formule 



( 



it J — 7^ I — rs 



2t Ut '^ I + n r. + *>. J 2i \di '"*= D + r, r, + ir^\ 

Si r^ ) '^a ) ^3 ) -^ ne s'annulent pas ensemble, par un raisonnement 
semblable ä celui qu^on a fait dans Tarticle IV on a que ^ est une 
fonction unifornie dont les singularités sont des poles du premier ordre 



n 



et ses résidus sont égaux ä — ., w étant un nombre entier. On tire de la 

que Texistence du diviseur de Jacobi dcpend du théoréme de Tarticle 
IV, c'est a dire qu'il existe parce que I) ^ l\y 1\ , 77, ne s'annulent pas 
ensemble. 

On a donc que le théoréme de Tarticle IV peut remplacer la re- 
cherche du diviseur de Jacobi par Tétude directe de i^ > (7 , ^* ; Ti ' Ta » Ts* 
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4. M. Jahnske tout récerament dans quelques Notes exprime l'in- 
tontion de revenir sur la question que j*ai traitéc. 

Cest par ces notes que j'ai appris, nprés la rédaction du present 
mémoire, que M. Wakgekin avait traité dans un savant travail un 
ens pnrticulier en dehors de la question de mécanique céleste. Le cas 
de M. Wangerin n*est pas celui dos mouvements internes stationnaires 
qui a été traité dans les chapitres précédents, niaiscest un cas particulier 
de mouvement adiabatique. Seulement par un théoréme que j'ai donné 
dans le 4*™® chapitre les mouvements stationnaires et les mouvements 
adiabatiqucs en general restent lies ensembles, c'est a dire il y a un 
moycn de passer des uns aux autres et méme å ceux qui tiennent en 
méme temps des deux types de mouvement. 

M. Wangerin 8'est limité a la détermination des composantes de la 
rotation, parce qu'il ne prend pas en considération les cosinus des angles; 
c est pourquoi il s'occupe seulement de la premiére partie du probléme 
dont on a parlé au premier paragraphe. 
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CHAPITRE III. 



L€8 ax€8 permanents de rotation et leur stdbUité. 



Ärticle I. 

I. Déja dans Tarticle III du I chapitre nous avons envisägé les 
axes permanents de rotation et démontré un théoréme ä leur égard. 
Nous voulons maintenant étudier la question des axes permanents, de 
leur distribution, de leur stabilité, et tirer les conséquences qui découlent 
de <ies recherches. 

Ecrivons les équations différentielles de la rotation comme nous 
avons fait dans le i®' chapitre, artide V, § 2 (voir aussi le chapitre II). 
En posant 



I f. = 77=^[(^^ + »O' + (^^ + «».)' + (^^ + »»3)']. 



(0. 



f,= 



2yjABC 
1 



2^ ABC 



[Ap^ + Bq^ + Or'] 



on au ra 



(2). 



dt d{q y r) 

dg ^ d(i,,j,) ^ 

dt d{r , p) 
dt d(p , q) 



2. Supposons maintenant que p y q j r soient les coordonnées d'un 
point en mouvement P'.^ 

' Od pourrait appeler le point P' Vindice de la rotation pour le distinguer å\i pöle 
de la rotation (yoir le .1^ chapitre, article I, § l) qa^on a désigné par P. Entré les coor- 
données p t q , f de P' et les* coordonnées i , "fj ^ ^ de P subsistent les relations 



P 3 »• y/2h/sjABC 
Äeta mtUhtimaHca, 23. Imprimé le 8 uoTembre 1898. 
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Puisque les équations précédentes admettent les intégrales 
(3)c fl = const. = Al, f j = const. = A„ 

et qu'on peut envisager ces équations comme les équations de deux surfaces 
du 2^ degré, on aura que les intersections de ces surfaces seront toutes 
les trajectoires possibles du point P. Ces trajectoires seront donc des 
lignes du 4* ordre {quartiques). Pour trouver les rotations permanentes 
il sufFira de trouver les positions dans lesquelles P' est en repos. Pour 
simplifier on pourra les appeler les positions cCéquilihre du point P. 
Ces positions d'équilibre seront telles que 

f. d(i,,i,) _ ef (f, , f,) _ éiLjLM-n 

V4;c d(q,r)'-''' dir, v) ""^ d(p , q) 



c'est a dire 



Wl 



?il ?fl ?fl 

dp dq dr 

dp dq dr 



Les équations précédentes représentent les conditions pour que dans le 
point p y q y r les deux surfaces du 2® degré soient tangentes de sorte 
que ce point soit un point double d'une des quartiques. 

C*est pourquoi on a le théoréme. (Voir chapitre I, artide III, § i.) 

Les points doubles des quartiques f^ = ä^, f , = ä, sont les positions 
d^équUibre du point P', et le lieu de ces points est la courbe ayant pour 
équations les équations (4')^. 

Les équations (4)^ peuvent s'écrire (voir (6)^) 



(4"). 



{C — B)qr + m^q — m^r = o, 
{A — C)rp + m^r — m^p = o, 
I {B — Ä)pq + m,2? — m^q = o, 



c'est pourquoi la condition nécessaire et suffisante pour que le lieu des po- 
sitions d'équilibre de P se décompose en courbes d^ordre inférieur sera 

(5)c {B — 0){C — A){A — B)m,m,m, = o. 
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3. Une nouvelle maniére decrire leg équations (4), est la suivante 
(voir (6').) 

(6). ^+^ = B + ^«=C + ^. 

Si Ton appelle A la valeur commune aux trois membres, on trouvera 

, . m, w, m. 



Å-A' ^ Å-^B' ' X-G 

Envisageons maintenant le cas general en supposant que m^jin^j m^ ne 
8*annullent pas et qu*on ait A> B> C, 

T0U8 les points de la courbe, lieu des positions d'équilibre de P*, 
s*obtiendront des équations précédentes en donnant a X toutes les valeurs 
comprises entré — co et +00. 

La courbe aura trois asymptotes qui seront les droites X^ , X, , L^ pa- 
ralléles aux axes coordonnées f , oy , C ayant respectivement pour équations 



P = 7r-^A^ ? = 



Elle sera formée de trois branches ^,,^3,5^3. La premiére branche 
partira du point — co de i^ et aboutira au point + co de X,. Elle 
correspondra aux valeurs de A comprises entré A et B. La seconde 
branche partira du point — co de Z, et aboutira au point + co de Zr^. 
Elle correspondra aux valeurs de A comprises entré B et C. Enfin la 
derniére branche ira du point — co de X3 au point + 00 de i^ en 
passant par Torigine et correspondra ä toutes les valeurs de A plus grandes 
que -4 et ä toutes celles plus petites que C. 

La courbe lieu des positions d'équilibre de P est donc une hyperhole 
cuhiqtie. ^ 

' A rarticle IV de oe chapitre on a exposé de qaelle maniére cette courbe peut 
se décomposor en oourbes d'ordre ioférieur. 
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4. Lorsque les équations (4% sont équi valentes a une seule équa- 
tion, ou qu^elles se réduisent a trois identités, alors le lieu des positions 
d'équilibre de P n'est plus une courbe. Afin que ces cas se présentent 
il faut qu'un ou plusieurs des systémes suivants de conditions soit vérifié 



(7)c 



C — B = 7n^ = ^s = 0, 

Ä — C = m^ = WI3 =0, 

,B — A= m^ = wtj =0. 



Si un seul est vérifié, alors la dégénération du lieu conduira a une 
droite et a un plan. Si deux sont vérifiés, et par suite les trois sont 
vérifiés, c'est ä dire si Ton a 

A = B = G] Wj = iWj = W3 = o 

alors chaque point de Tespace sera une position d'équilibre du point R. 
Par Tétude que nous venons de faire on a résolu complétement la 
question des axes permanents de rotation. Nous consacrerons les artides 
suivants ä la classification des axes permanents selon leur stabilité. 



Artide II. 

I. Commen9ons par donner la definition de stabilité de V équUtbre du 
point P . Elle correspondra parfaitement ä celle de rotation stable du 
systéme. 

On dira que la position PJ de P est stable, si, a étant un nombre 
aussi petit que Ton veut, on peut trouver un nombre e tel qu'en pla9aiit 
P a une distancc de PJ plus petite que e, et en le faisant mouvoir 
d'aprés la loi représentée par les équations (2)^, il ne s'éloignera jamais de 
Pq au dela de a. 

Cela pose, en suivant un raisonnement semblable a celui bien connu 
employé par Dirichlet, on peut démontrer le théoréme suivant: 

Tous les points isolés des quartiques (3)^. seront des positions d^équUibre 
stable du point P, 
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Soit JPJ un point isolé. Désignons par f^ , jl les valeurs des fonc- 
tions fj , j^ au point PJ, et formons Texpression 

^ = (f - f?)' + (f. - fS)'. 

I sera une fonction continue des coordonnées p^ q,r. 

Je dis qu'on peut trouver un noinbre a tel que la limite inférieure 
des valeurs de I sur chaque sphére ayant iPJ pour centre et dont le 
rayon est plus petit que a, est un nombre positif. 

En effet s'il n'était possible de satisfaire la condition précédente 
quelque petit qu'on prenait a, les deux surfaces 

fl = fu f 3 = fS 

auraient des points d'intersection réels aussi voisins que Ton voudrait a 
PJ, et par suite ce point ne serait pas un point isolé de la quartique a 
laquelle il appartient. 

Désignons par S la sphére ayant pour centre PJ et pour rayon a. 
A Fintérieur de cette surface construisons une autre sphére avec le méme 
centre, et avec un rayon plus petit que a. On Tappelera S\ Soit tj' 
la limite inférieure de / sur la surface S'. Ce nombre sera positif. Or 
/ est une fonction continue, donc a Tintérieur de S'j on pour ra construire 
une troisiéme sphére 5"', avec le centre PJ, telle que la limite supérieure 
des valeurs de / ä son intérieur soit plus petite que 7]\ 

Soit 6 le rayon de la derniére sphére. 

Paisons maintenant mouvoir le point P d^aprés la loi représentée 

par les équations (2)^, ä partir d*une position interne a S". Puisque 1 

doit gärder une valeur constante pendant le mouvement, sa valeur sera 

égale ä la valeur initiale, c^est a di re sera plus petite que tj'. Par suite 

P* ne rejoindra jamais la surface S', d'ou Ton déduit que sa distance du 

point PJ restera toujours plus petite que a. 

C. Q. F. D. 

2. On peut généraliser la proposition précédente en démontrant 
le théoréme: 

Soit Pi un point isolé d'une quartique appartenant au systéme (3)^, 
et soit a un nombre aussi petit que Von veut. 
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On pourra trouver deux nombres e et e' tels qtie 
1° si Von change m^ , m^ , m^ de quantités constantes plus petites qtie e'; 
2° si dans sa position initiale on place P å une distance de -PJ pltis 
petite que e , ' 

le point F en se dépla^ant ne séloignera de PJ au dela de a. 

En effet envisageons de nouveau les trois sphéres 8jS\ 8" du para- 
graphe précédent. Soit oy" la limite supérieure des valeurs de i a Tin- 
térieur de S". Nous aurons tj" < ly'. Posons ly' — rj" = />. 

Puisque I est une fonction continue de m^ , m^ , Wj, nous pourrons 
trouver un nombre e' tel qu'en changeant m^ , m^ , m^ de quantités plus 
petites que e', les valeurs de / ä Tintérieur de la sphére S changent 

moins que -. Par suite de ce changeinent la limite inférieure de I sur 
S sera plus grande que ly' — - et la limite supérieure de i a Tintérieur 

de S" sera plus petite que ^y" + - . Mais rj" •\-- <ff — - , donc en pla9ant 

P dans un point initial interne ä S" il se déplacera sans jaraais rejoindre 

la surface S'. 

C. Q. F. D. 

On peut énoncer le théoréme que nous venons de démontrer en 
disant qu'«7 y a une double stahilité des rotations permanentes qui corres- 
pondent aux point s isolés: V une par rapport aux changements du mouvement 
de rotation, et Vautre par rapport aux changements des mouvements internes. 

3. Passons maintenant a démontrer le théoréme inverse de celui de 
Tarticle I, c'est ä dire que les points de Vhyperhole cubique qui ne sont 
des points isolés des quartiques correspondent ä des rotations instables. 

Nous nous bornerons dans cet article au cas ou aucune des conditions 
(7)c n'est satisfaite, en renvoyant ä Tarticle IV pour la demonstration 
lorsque ces conditions sont vérifiées. 

Cela pose on peut étre sur que sur chacune des surfaces (3)0 n'existe 
qu'un nombre fini de positions d'équilibre du point P. Désignons par 
Pi une de ces positions, et par f J , f S les valeurs de f^ et f^ au point 
Pq. On pourra construire une sphére I ayant PJ pour centre, et telle 
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qu^aucun point des surfaccs |i = |J, ^^ = fS? qui est a son intérieur, soit 
une position d'équilibre de P. Or si PJ n'est pas un point isolé de la 
quartique a laquelle il appartient, il y aura une branche reelle de cette 
courbe qui passé par PJ. 

Soit VpQ une partie de cette branche interne a 2^ et désignons par 
2(7 Ib, distance entré les points F et P^. Enfin soit VV la partie con- 
nexe de VI^q qui est située externement a une sphére ayant JPJ pour 

centre et dont le rayon est egal a - ; s étant un nombre plus petit que 

a et qu'on peut choisir d^ailleurs aussi petit que Ton veut. On voit 
bien aisément, en rappelant des théorémes connus sur les fonctions im- 
plicites, qu*on pourra prendre le nombre u de nianiére que chaque point 

de yy soit a une distance moindre que - , d'un point de la quartique 

fi = fi> f3 = f2 + ^) et 61^ outre que celle-ci n'ait aucun point double. Il 
suffit pour cela de remarquer que sur la courbe VV on n'a aucun point 
d*équilibre et par suite il n'y a aucun point ou les conditions (4)^ soient 
satisfaites. On tire de lä que sur la ligne fi == f?, f 3 = f 5 + w existent 
deux points W et TT, dont Tun est a une distance de PJ plus petite 
que e, et Tautre ä une distance plus grande que a. Si Ton place P 
dans le point TT', il doit parcourir la ligne |j = |J, ^^z=z ^^ ^ u et re- 
joindre le point TT, c'est ä dire en partant d'un point initial qui est 
éloigné de PJ moins que s , il doit s éloigner au dela de a. Cela prouve 
que -PJ est une position d'équilibre instable. 



Ärticle III. 

I. Tous les points d'équilibre du point P*, c'est a dire tous les 
points doubles des quartiques, se trouvent sur Thyperbole cubique ayant 
pour équations les équations (4')^. 

Les théorémes de Tarticle précédent montrent combien il est important 
de séparer sur cette courbe les parties ou son t les points isolés de celles 
ou sont les noeuds. Les points de passage entré les unes et les autres 
doivent correspondre aux cuspides des quadriques et nous donneront les 
points de passage entré les rotations permanen tes stables et instables. 
Nous consacrerons cet artide a cette separation dans le cas general 
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ou la cubique ne se décompose pas, c^est a di re lorsqu^on A > B > Cy 
m^ , w, , Wg irétant pas nuUes. Nous renvoyons a Tarticle suivant pour 
le cas oii ces conditions ne sont pas vérifiées. 



(8). 



(9). 



2. En différentiant deux fois Ics équations (3)2 on a 

Apdp + Bgdg -\- Crdr = o, 
A{Ap + m^)dp + B{Bq + m,)dq + C{Cr + w,)rfr = o, 

Adp' + Bdq^ 4- Cdr" + {Apd^p + Bqd^q + Crd^r) = o, 
A^dp^ + B'dq* + C^dr^ + {A{Ap + m^)d'p + B(Bq + m,)d^q 

+ C(Cr + wJrfV) = o. 



— A. 



Ajoutons les équations (g)^, apres avoir multipliée la premiére par 
On trouvera, ayant égard aux équations (6')e, 

A{A — X)dp' + B{B — X)dq' + C(C — X)dr' = o. 

A cause des équations (6)c, les deux équations (8), sont équivalentes, par 
suite il suffira d'examiner les deux équations 



(10). 



A{Å — A)dp'' + B{X - B)dq^ + C{X — C)rfr» = o, 

Apdp + Bgrfg + Crdr = o. 



Par Télimination de dr on trouve 

A[Gr\X — A) + Ap\X — q^dp^ + B[Cr\X-- B) + Bg'(A — C)]rf<?' 

+ 2^J?(A — Gjpgdpdq = o. 

A la place de p, q , r substituons les valeurs {6'\ . Alors Téq nation 
précédente deviendra 

Pour séparer les valeurs de A qui correspondent aux points isolés de 
celles qui correspondent aux noeuds, il suffira d'examiner pour quelles 
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Il suffit pour voir cela de faire usage des équations (6')c. 
Les égalités précédentes démontrent le théoréme: 

Dans les points de passage entré les points isolés et les noeuds, Vhy- 
perbole cubique est tangente aux quadriques appartenani aux systémes (3)0 
qui se touchent dans ces points. 

Ärticle IV. 

I. N0U8 avons jusqu'a present envisagé le cas ou le produit (5)^ 
ne s'annule pas. Nous allons maintenant traiter tous les cas qu'on a 
laissés de cöté. 

On peut suivre pour cela le méme procédé qu'on vient d^employer. 
Puisque tous les calculs se répétent de la méme maniére, nous les suppri- 
merons et nous nous bornerons ä énoncer les resultats. 



i*^' Cas 



A>B>C 

ou 



m, =0,. 
m, >o, 



\ä<B<C [w, ^o, 



La cubique se 

déoompose 

en 



hyperbole 






k oomprise entré Ä et 



GsjBm\ + B\jCml 



rotations inatahles 



^Btni + s/Cml 
Å D^est pas oomprise entré les limites précédentes rotations stables 






roiaiiont 8table$. 



iA> B>C 



,éme 



Cas < 



OU 



A<B<G 



m 



1 < ^' 



w, =0, 



m 



8 < 



o, 



La cubique se 

déoompose 

en 



hyperbole 



m. 



^=rri'2=°''" 



/ compnse entré B et — . — . — rotatton$ vnatciblea 
»»- ' \jGm\ + \jAm\ 



Å-C 



Å n^est pas oomprise entré les limites précédentes rotation» »tables 






rotations inst4ibles. 
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iÄ> B>C 



S*"** Cas < 



ou 
A<B<C 



m, =o, 



m, = o, 



droite 1> = O, q = 



La oubique se 
décoinpose . 
en 



r oomprise entré 



tn. 



et 



m. 



A-C B-G 



rotations instables 



r n^est pas oompris entré les li- 

mites précédentes rotations stables 



droite 3 = O, r = 



droite p = 0, r = 



m. 



yl-O 



jB-0 



rotations stables 



rotations instables 



lÄ> B>C 



L**»* Cas ^ 



ou 



A<B<C 



w, ^ o, 



m^ =o, 



droite p = O, r = O 



La oubique se 

décompose 

en 



m 



m. 



q oomprise entré -j — —r et jz — ^5 rotations stables 

A — iJ C — B 

q n'e8t pas oomprise entré les Ii- 

mites préoédentes rotations instables 



m 



droite q = -z — ^ ,r = o rotations stables 



Ä^-B 



droite |> = O, gr = 



m. 



O-B 



rotations stables 



;*"• Cas J 



Ä>B>C, 

[m, =m, =^3 =o, 



(Cas d^EuLER) 



/ 1 • 



La oubique se 
déoompose 



en 



1 



droite p = O, g = o 
droite J = O, r = O 



rotations stables 
rotations stables 



droite r — O, p=0 ,.,. .,,. rotations instables 
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6^"»^ Cas ' A^B= C \ 



m^ ^ o, 



m 



3 






o, 



m, =o, 



Å comprise entré B et 



La cubiquc so 

d«$coiuposc 

en 



hyperbolc 
ni. 



m. 



^=J3i'3=jirB' 



r=o 



— ^ * — ^ ^ . . rotations inatables 
l/Bm\+'yjAm] 

Å n*c8t pas conjpriso entré 

Ics limitcs précédentes • rotations stables 



droite 2^=^ r, ^' = 00 

JtS — A 



7^"»^ Cas A>B = C< 



m^ = o, 



w*3 = o» 



droite 2^ = O, r = O ^ 



La cubiquc se 

décomposc 

en 



m 



q > — — ^- rotations instables 



A- B 






rotations stables 



m 



droite 0= -j — ^: , r = rotations stables 

A — B 

droite p = O, ^ = co. 



2. Il faut maintenant discuter les cas oii le lieu des points d'équilibre 
de F' devient un plan et une droite 



I" Gas A>B=C \ 



/Hj ^ O OU Wtj = O, 

m^ = o, 



m^ = o, 



Le lieu des points déquil 
de P devient 



I droi 

ibre I 



droite ^ = o, r = rotations stables 



fn 

plan p = ' (o et r queloonques) . rotations instables 
ii — A 



* Lorsquo A^B =^G on peut choisir les axes dinertie do maniéro qu*on ait m, =o. 
' Dans cc cas nous supposons qu'on ait choisi los directions des axes de sorte que 
m, et A — B aient le mdme signo; ce qui est toijgours possible. 
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2*" Cas ^ = B = C I 



wt, < o, 

»», = o, 

i »», = o, 



Le lieu des points déquilibrc 
de P devicDt 



droite ^ = o, r = O rotations stables 

plan p = CK>. . • 



Pour détnontrer dans le premier oas que les rotations correspondantes 

ä p = p ' et q et r quelconques sont instables on ne peut pas appliquer 

le théoréme qu'on ä démontré au § 3 de Tarticle II. 

Remarquons que dans ce oas les intersections des quadriques f , = Ä, , 
fa = \ ^^^ ^" couple de cercles. Les points doubles correspondent au 
oas oii les deiix cercles colncident. Alors les deux quadriques sont tan- 
gentes le long du cercle double. Tous les cercles d'intersection ou de 
contact des quadriques ^^ =Aj, f^ = Ä^ sont placés dans des plans per- 
pendiculaires a Taxe de syinétrie des deux quadriques et leurs centres 
sont situés sur cette droite. Le point P est en équilibre dans un point 
quelconque appartenant aux cercles doubles qui sont placés dans le plan 



m. 



p = p ' ; raais aussi prés de ces cercles que Ton veut existent des couples 

Jj — A 

de cercles simples qui sont parcourus par le point P avec une vitesse 
constante. 

Cette remarque suttit pour montrer que Téquilibre du point P dans 

les points du plan p = ' est instable, et par suite que les rotations 

permanentes qui correspondent a ces positions sont instables. On tire de 
la que le théorénie donné dans Varticle deuxiénie du ^ ^ peut s'étendre au 
cas qu'on avait exclu. 



3. 11 reste encore a examiner un cas particulier, savoir lorsque les 
trois systémes d'équations (7)0 sont vérifiés. On aura alors 



A = B= C-, 



m^ = m, = mg = o. 



Dans ce cas P est en équilibre dans tout point de Tespace; par suite 
tout point de Tespace est une position d'équilibre stable. 
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Mais on voit aisément que dans ce cas il n'y a pas de stabilite par 
rapport a des changements des mouvemento internes. 

En e£Pet choisissons les axes de maniére que Ton ait 



Si nous prenons 



jP > o, J = o, r = o. 



, m, = o, m, > o, W3 = o 



on aura que, quelque petite que soit la valeur absolue de m,, la tra- 
jectoire de P sera un cercle situé dans le plan g = o, ayant le rayon 
égale a jp, et dont le centre est Torigine des axes coordonnées. 

Donc les rotations sont siahles par rapport ä des changements des 
rotations mémesy mais elles sont instables par rapport au mouvement 
interne. 

De cette maniére tous les cas qui peuvent se presenter ont été 
discutés et dans chacun on a distingué les rotations stables et instables. 

Ärtiole V. 

1 . Nous allons développer quelques conséquences des théorémes des 
artides précédents. 

Commen^ons par supposer A> B > Cy m^ = m, = w, = o. Nous 
envisageons le V* cas de rarfciclc IV. On peut alors dire que si le 
couple de quantité de mouvement est suffisamment petit, en prenant la 
position initiale du pöle de rotation assez proche d'une extrémité de Taxe 
d^inertie dont le moment est maximum, ou de celui dont le moment est 
minimum, la polodie sera aussi proche que Ton veut au pöle d'inertie. 

2. Une remarque, qui parait digne d'intérét, peut étre déduit tout 
de suite des considérations précédentes. 

Si Von voit le pöle de rotation faire des petites oscillations autour éCun 
certain point^ méme si le systéme ne change de forme, ni la distribtUion des 
masses ne change non pluSj on ne pourra pas conclure que le point autour 
duquel le pöle oscUle soit un pöh dHnertie, 

En effet si a Tintérieur du systéme existent des mouvements station- 
naires, le point autour duquel oscille le pöle de rotation au lieu d'étre 
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our la toeorie aes Yftriauons aes latituaes. ^f± 

le p61e d*inertie sera rintersection de Tellipsolde d*inertie avec le rayon 
vecteur d'un des points isolés des quartiques que nous avons précédem- 
ment envisagées. 

3. Passons maintenant a Tétude des petites vibrations de P autour 
des positions d'équilibre stable. 

Supposons d'abord que la cubique (4% ne se décompose pas et de- 
signens par Aj et A, les racines reelles de Téquation (12)^.. Prenons A 
de inaniére quelle ne soit pas comprise entré ces valeurs. Alors 



(i3)c 



2^0 = 



m. 



A' 



9 o = 



m. 



B' 



r == — =— 
« Å — C 



seront des valeurs correspondant a une position d*équilibre stable de P*, 

c est a dire a une rotation permanente stable du systéme. 

Posons 

P = Po + S), q = q^ +j(^ r^^r^-^rp 

et supposons que 2) , / 9 /> soient des quantités trés*petites de maniére 
qu^on puisse négliger les expressions du second ordre formées avec elles 
par rapport aux inémes quantités. Alors, puisque les valeurs constantes 
Poy 9o9 ^0 satisfont aux équations (4%, les équations (2)^ pourront s'écrire 



(i4)< 



dt 


~r 


X- 


■C < 


X- 


B 


dt 


+ 


m,(X- 
X- 


A P 


X- 


-A) 
■C 


dp 


4- 


m,{X- 


-^K. 


m,{X- 


-B) 



B -Sr + —v T^ O =^ TT^© =0, 



dt 



B 



Pour intégrer ces équations posons 

m — ae", X = bé", p = ce", 

a ,b , c , g étant des quantités constantes. g sera une racine de Téquation 

m,(X - B) m,(X - C) 



Az 



mj^X — A) 
X-C 

m^jX — A) 
X — B 



C 



Be 



m,iX - B) 
X — A 



X — B 

TO, (/t — C) 

X-A 



Cz 



= o. 
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En développant le déterniinant on trouve 



ABW + (A - AtX -Eil - C{^^, + ^. + ^g^} = o 
d'ou Ton tire 

^ _ O, ^ - ±ty jj^ UTTÄy + (I~é)i + (T=cpJ • 

De rhypothése que nous avons faife par rapport aux valeurs de A, on 
peut déduire que les racines z qui ne sont pas nulles, sont imaginaires. 
Par suite la période de vibration du point P autour de la position d'équi- 
libre stable sera 

2» ^ 2;r 

/ {Å — A)(Å — BXÅ ^C) r Åm\ Bm\ Gm\ T ' 

V ^ ABC L(^ — ^)' (>l — B)' (^— C)'J 

Si Ton change A entré les limites établies au com mencement de ce pa- 
ra graphe, la formule précédente donnera toutes les périodes avec lesqudles h 
pöle de rotation peut osciller autour des positions d'équil%bre stable. Ajoutpns 

les équations (14)0, apres les avoir multipliées par > _' , x — B ' Å — C ' 

On aura 

Am^ dB Bm^ d^ ^^ Cm^ dp 



et en integrant 

, . Am. ^ . Bm^ , Om, . 

(1 5)c 73-7 «* + TZTbX + IZTcP = «°"«*- 

De méme ajoutons les équations (i4)c apres les avoir multipliées par 
(A — A) By (A — B)xy (A — C)p Nous trouverons en integrant 

(, 6)^ A{k — A)B^ + B{X — B)x' + C(A — C)p^ = const. 

Ces intégrales montrent que le mouvement du point P* a lieu sur une 
ellipse appartenant au plan (14)0, c'est ä dire ä un plan paralléle au plan 
tangent aux surfaces (3)0 au point p^ , q^j r^. 
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4. Il n'y a pas de difficulté å discuter les cas particuliers qui 
peuvent se presenter. Il suffit pour cela d'avoir égard aux resultats 
qu'on a établi dans Tarticle précédent. 

Nous i3xaminerons seulement le cas ou deux des moments d'inertie 
sont égaux, le troisiéme étant dififérent. Ces^ ä dire quand on a 

A>B=C. 

Alors en choisissant les axes d'inertie de maniére qu'on ait m^ = o, et 
en employant les resultats qu on a trouvé dans le cas VI de Tarticle IV, 
on aura que les rotations stables seront données par 

A étant compris entré 



B et 



'yjBml + \/Am] 



Par suite les pérlodes des vibrations du p61e de rotation autour des po- 
sitions d^équilibre stable seront données par la formule 



27tB 2n 



Lorsqu'il ny a pas de mouvements internes il y a une seule position 
d'équilibre stable du p61e de rotation (I cas, artide IV) qui correspond 
ä j9 = j?^,, q ^= r = o et la période de vibration du pöle autour de cette 

position est donnée par la période éulerienne /i^__ jr — . On tire de la 

que les mouvements internes donnent naissance a un nombre infini de 
positions d'équilibre stable du pole et changent les valeurs de la période 
éulerienne de maniére qu'elle peut prendre toutes les valeurs données 
par la formule précédente. 
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CHAPITRE IV. 



JRotatian d^un corps ä IHntérleur duquel existe un "mouvetnent 

polycyclique quelconqtie» 

Artide I. 

1. Dans les chapitres précédents nous avons étudié la rotation d'un 
corps dans lequel existent des mouveinents stationnaires. 

Il faut en general Tintervention de forces ä Tintérieur pour maintenir 
stationnaires ces mouvements. On peut maintenant approfondir Tétude 
de ces forces et voir pourquoi et quand el les sont nécessaires (artide VI, 
§ 3), et Ton peut étudier apres ce qu'il arrive lorsqu'elles n'existent pas 
(artide VII, VIII), ou lorsqu elles ne sont pas capables de maintenir tous 
les mouvements stationnaires (artide IX). 

L'étude de ces questions sera le but de ce chapitre dans lequel nous 
introduirons les idées et la terminologie que Helmholtz a employées dans 
ses travaux sur les systémes cycliques.^ 

2. Commen9ons par déterminer la force vi ve de tout systéme qui 
tourne autour d'un point fixe. 

Soit f , ly , C un systéme d*axes en mouvement dont Torigine est fixe. 
Désignons par p ^ q y r les composantes de la vitesse angulaire de rotation 
dans la direction des axes. 

Supposons que u ^ v y w soient les composantes de la vitesse relativa 
aux axes f , ly , C d'un point du systéme ayant pour coordonnées f,3y, C- 
Alors les composantes de la vitesse absolue seront 

u + qC — rrj y v + r^ — pC ^ w + prj — q^. 
Si la densité du systéme est />, la force vive sera 

T = \ fp\{u + qC— TTjY + {v + r^- K)* + {w + p^ - q^y\dS 

s 

* Crelles JourDal. Bd. 97. 
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8 étant lespace occupé par le systéme en mouvement. On tire de la 

(i)a T = -{Ap^ + Bq^ + Cr' — iDqr — lErp — iFpq) 

+ m^p + m^q + m,r + T, 

ou Ton a désigné par A , B , C les moments cl'inertie du systéme par 
rapport aux axes f , 17 , C; par D y E , F les inoments mixtes d'inertie par 
rapport aux couples d'axes rj , C] C, 5', $ j rj, et Ton a pose 

Wj = fp {W7j — V O dS, m, = Jp {uC — w^) dSy m^ = J*p {v^ — urj) dS , 

8 S S 

^ S 

On a donc désigné par m^ , m^ , m, les coinposantes du couple de quantité 
de mouvement relatif aux axes f , ly , C et par T^ la force vi ve du méme 
mouvement relatif. 

3. On peut appeler ces mouvements relatifs les mouvements internes 
du systéme. S'ils ne changent la forme ni la distribution de la densité 
a rintérieur du systéme ils vérifieront la condition 

^(PU) . d(pv) ,Hpw) ^ 

af "^ aiy "^ aC 

et le long de toute surface de discontinuité on aura 

p {u cos nx -{- v cos ny + '^ cos nz) = p'{u' cos nx + V cos ny + w' cos nz) 

en désignant par n la normale a la surface de discontinuité, par /> , w, 
t; , u; la densité et les composantes de la vitesse d'un cöté de cette surface, 
et par />', w', v\ w' les valeurs des mémes quantités de Tautre coté. 

En general m^ , m^ , m^ , T^ seront des fonctions du temps, mais si 
les mouvements internes seront stationnaires on devra les regarder comine 
des constantes. 
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Artide II. 

1. Lorsque les mouvements internes sont stationnaires et le systéme 
n*est pas soumis ä des forces externes on a les relations (voir introduetion) 

(2), '-{Ap' + Bq' + Cr") = comt 

(3)d {Ap + m^y + {Bq + m,y + (Cr + ^3)^ = const 

Si la force vive T est constante (voir article précédent § 2) on doit avoir 

(4)d ^'*iP + ^^2? + '^^h^ = const. 

puisque T^ est constante. 

Nous allons déterminer les conditions pour que la relation précédente 
soit satisfaite, quelles que soient les conditions initiales du mouvement. 

2. En dérivant Téquation (4)^ par rapport ä ^, on trouve 

(4')a »». 5<" + "'' i + "'" d^ = °' 

Multiplions les équations difterentielles du mouvement (voir introduetion) 

^ ^ + (C — i?)?r + nt^q — w,r = o, 
B^ + {A — C)rp + mj — m^p = o, 
C-^ + {B — A)pq + m^p — m^q = o, 



m. w. m 



par ~r > "1/ ? TT • En les ajoutant on aura, a cause de Téquation (4')^ 



m, ,-r> ^,v . m« /^ ,. . m 



'^{B- qqr + -^{C- A)rp + 'J^{A- B)pq 
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Il est aisé de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette 
équation soit satisfaite quelles que soient les valeurs de p , q , r. 
Elles sont ou 

A = B=Cy 

ou 

B = Cj m^ = m^ = o 

ou 

G = Äj ^^3 = Wj = o 
ou enfin 

A = B, m^ = m^ = o. 

On tire de lä le théoréme suivant: Il est nécessaire et suffisant pour que 
la force vive du systéme soit constantey quel que soit le mouvement initial^ 
que Vellipsotde dHnertie soit une sphérey ou quil soit un ellipsoUde de re- 
volution par rapport å Vaxe du mouvement interne. ^ 

3. On peut maintenant se poser la question suivante: 

En prenant d'une fa9on particuliére les conditions initiales du mouve- 
ment, est-ce qu'on peut trouver d^autres cas dans lesquels la force vive 
reste constante? 

On peut répondre tout de suite affermativement a cette question; 
a cet effet il suffit de remarquer que la force vive sera constante toutes 
les fois que le mouvement de rotation du systéme sera permanent (voir 
le chapitre III). Mais ce cas n'est pas le seul; il y en a aussi d'autres. 

Pour les trouver il suffit de chercher les conditions qui doivent étre 
remplies pour que les équations (2)^, (3)^, (4)d aient un nombre infini 
de racines communes. Par Téliinination de p entré ces équations on trouve 

B(B — A)q' + C{C—A)r'' + 2{B — Ä)m,q + 2{C — A)m^r = const, 
{Ami + Bm])q^ + (.4/^3 + Cm\)r^ + lAm^m^qr — 2Agm,^q — 2Agm^r = const., 
ayant pose 
(4)d 3 = ^>hP + ^^h9 + ^^3^ = cö"st. 



^ Il est evident que le dernier cas comprend le premier. 
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Les équations précédentes auront un nombre infini de racines com- 
munes lorsque leur résultante aura tous ses coefficients nuls. 

Si Ton écrit que le coefficient du terme de 4*°** degré est nul, il vient 

[mlBC{B — G) + mlGA{G—A) + mlAB{Ä — B)]' 

+ 4ABC[mlmlA{B — A){C—Ä) + mlm\B{G — B){A — B) 

+ mlmlC{A — 0){B— C)\ = o. 

Cette équation sera satisfaite seulement si Ton a 

^ = B = C, 

ou si Wj, ou m^y ou m^ 8'annule. En effet on peut Técrire 

[m]BC{B — C) — mlCA{C— A) — m\AB{A — B)^ 

+ /^A'BGmlml{B — A){G—A) 

= [mlGA{G — A) — mlAB{A — B) — m\BC{B — C)Y 

+ ^B^GAm\m\{G— B){A — B) 

= [mlAB{A — B) — m]BG{B — C) — mlCA{C — A)]^ 

+ ^CUBmlml{A — G){B — G) = o. 

On tire de lä que, si la condition A = B = G n^est pas satisfaite et 
si les quantités m^ , m, , m^ ne sont pas nulles, T sera constante seule- 
ment lorsque p^q^r seront constantes. D'ou Ton déduit le ihéoréme: 

Si Von a un systéme qui n'est pas soumis ä des* forces externes et duns 
lequel subsistent des mouvement stationnaireSj la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que la force vive soit constante, lorsque A y B , G ne sont pas 
égauXy et m^ , m^j m^ ne sont pas nulSj est que la rotation du systéme soit 
permanente, 

4. Supposons maintenant qu'on ait m^ = o. Alors la derniére équa- 
tion s'écrira 

m\G{B — G) — mlA{A — B) = o 

d'ou 



- v C(B — C) 



m. ^Y C{B- C) 
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Donc il faut que B soit comprise entré A et G. En supposant Ä> B> C 
on pourra poser 



nt, = e yjA{A — B)y w^3 = + e y]G{B — C) 

s désignant une quantité constante reelle. Les équations (2)^ et (3)^ 

deviendront 

Ap^ + Bq^ + Cr^ = const. 

A^p^ + B^q^ + CV + 2eAy]A[A '-B)p + 26CyjG(B — C)r = const 

Par rélimination de q entré ces équations on trouve 

A{A — B)p^ + C{G — B)r^ + 2eA yjA{A — B)p + 2eC^C(B — C) r = const. 

Cette égalité peut s'écrire de la maniére suivante 

(5)d [yj'Ä{A=rB)p ± y/C{B -C)r + e{A — C)] 

X [yl A [A — B)p + y/C(B — C)r + e{A + C)] = const. 

Supposons que les valeurs initiales de p et åe r soient telles que le 
premier facteur du premier membre de Téquation précédente soit nul; 
on peut démontrer alors que ce facteur sera toujours nul. Cette pro- 
position est évidente lorsque les valeurs initiales de jp et de r n^annulent 
pas le deuxiéme facteur. Mais s^ils Tannulent, alors on a 



__ ^eA _ m, _ ± eC _ ± e y/CjB — C) _ iw, 

^~ s/A(A-B)'' B-A' ^ ~ ^/C{B - C) "" B -C ''B -C 

et par suite le mouvement de rotation est permanent (voir chapitre III, 
artide IV, § i, 3*°** cas). p et r garderont alors une valeur constante 
et par conséquent le premier facteur sera toujours nul. 

Observons maintenant que si le premier facteur est nul, la condition 
(4)^ peut étre déduite comme une conséquence. On peut donc conclure: 
la force vive sera constante lorsqu^on a 



m^ = B yjA{A — B)y m^ =0, WI3 = + e yJC{B — C) 
et que les conditions initiales du mouvement sont telles que V égalité 

yjA(A — B)p ± yJC(B — C)r + e{A — C) = o 
soit vérifiée, q ayant une valeur quelconque. 
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Réciproquement si la condition {4)^ doit étre rernplie, ou elle doit 
coXncider avec Téquation quon obtient en annulant le premier facteur 
de réquation (5)^, ou les deux facteurs du premier membre de cette 
équation devront étre constants et par suite pyQ, r seront constants, c'est 
a dire le mouvement de rotation sera permanent. 

Remarquons enfin que si Ton suppose que non seulement m,, rnais 
m^ ou W3 soit nul, alors il fa ut qu'on ait 1? = ^ ou B =(7, c'est pourquoi 
on revient aux cas envisagés auparavant (§ 2). 

5. On peut résumer Tanalyse quon vient de faire dans cette pro- 
position : 

Tous les cas particuliers dans hsquels la force vive du systéme est 
constante se réduisent aux suivants : 

1^ Le mouvement de rotation du systéme est permanent; 
2** On a, e étant une constante 



m^ = e yjA{A — £), w, =0, Wj « + e ^G{B - O), A> B> G 

et les conditions initiales sont télles que 

pyjA[A — B) ± ^C{B^^C) + e{A — C) = o; 

3** L* ellipsoide dHnertie est de revolution autour de Vaxe du mouvement 

interne. 

Dans le 3^™® cas les conditions initiales du mouvement peuvent étre 

quelconques, m 

Les cas précédents exceptés, la force vive du systéme doit changer; 
par suite il faut des forces pour maintenir stationnaire le mouvement 
interne. Cest pourquoi si ces forces n'existent pas le mouvement interne 
doit cesser d'étre stationnaire. 

Donc de la métne maniére que les mouvements internes changent le 
mouvement de rotation du systéme^ celui-ci tend å changer les mouvements 
internes. 

6. Nous venons de trouver les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que la force vive du systéme soit constante. Or ces conditions sont 
nécessaires pour que le mouvement interne se maintienne stationnaire 
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sans qu'il intervienne aucune force, mais évidemment elles ne sont pas 
suffisantes. En effet la somme des travaux des forces qui servent a 
maintenir stationnaire le inouvement peut étre nuUe, sans que chaque 
force soit nuUe. 

Nous verrons dans rarticle VI les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que le mouvement soit stationnaire lorsqu'aucune force n'agit. 

Artide IH. 

I. Nous avons vu dans Tarticle précédent que la force vive d'un 
systeme oii subsistent des mouvements stationnaires change en general 
avec le temps. Nous consacrerons cet artide pour en calculer Texpression. 

Il suffit pour cela d'einployer les formules que nous avons trouvées 
dans le chapitre II, artide III, § 3. On a 

M, M, M. ^ M, V ^' ST 

Wt _J ? ? * =— %YÉ. t 



P = m. — TT :rz —^ i7 = W, 7 



2^Mi(fi 



2^ Midi 
1 

^ = ^a -^ loi — Vi? rn^ i—i? — ' = ^8 — 4 

oh pour symétrie on a remplacé e par e^. 
On tire de la 

(6)a ^xP + ^2? + ^,^ = i 

1 
Mais les quantités A^ sont les racines de Téquation (voir (2 5')b) 

Am\ , Bm\ , Cm\ , ,• ^^ 

+ T--p + T--7^ + 2AA — i:, =0 



X — Ä ■ X — B ■ k — C 
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par suite on aura 



^Ä + 3r?s + Ä) - W + •»■• + "« 

Am] Bml Cml ,. j^ 



Ayant égard ä Téquation (24)5 on peut écrire 

K, + m] + ml + ml = K^ 
donc (comparer (25'%) 

^1_ . ^' + ^' =^ — 2h 



et enfin 

(6')d ^h P + ^79 + ^>h^ = -^^ i = ^^—4 2 A. 

2. Il ny a plus maintenant de difficulté pour calculer la force 
vive. Il sufiFit d'employer la formule (i)^ de Tarticle I dans laquelle 
on^prendra Ds=^=F=o. On aura 

T^-(Ap' + Bq' + Cr') + m,p + m^q + m,r + T,. 



Mais (voir (2)^) 

- {Ap^ + Bq^ + CV') = Ä = const. 



Donc, ä cause de Tégalité (6%, on trouvera 



4 



T=K'-\ h + l\. 
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Artide IV. 

1. Examinons maintenant les variations produites par le inouvement 
de rotation du systémc sur le mouveraent interne lorsqu il n'y a pas de 
forces capables de le maintenir stationnaire. 

Pour simplifier nous envisagerons d'abord un oas particulier, et dans 
les artides suivants nous discuterons le oas le plus general. 

2. Supposons que le mouvement interne soit la rotation d*un tore 
de revolution homogéne autour du son axe de symétrie, et que celui-ci 
soit fixe dans Tintérieur du corps. 

Désignons par cd la vitesse angulaire de rotation du tore, par 0L,^yj' 
les cosinus de direction de l'axe du tore avec les axes d'inertie du systéme 
^ > 7 > C; par fi le moment d'inertie du tore par rapport ä Taxe de symétrie. 

Les composantes du couple de quantité de mouvement due au mouve- 
ment interne dans les directions $ , t^ , C seront 

et la force vive du mouvement interne sera 

Par suite la force vive du systéme, dont la- forme et la distribution des 
masses ne changera pas, sera (voir (i)^) 

T==l{Ap' + Bq' + Gr')+fx(o{pa + qp + rr) + \fiio\ 

Si le systéme n'est soumis ä aucune force externe nous pouvons écrire les 
équations du mouvement de la maniére sui vante (voir introduction) 



(7)< 



^1 + (C- B)gr + ^ticoC^r-*-/?) + /««^ = o, 
C^ + (B — Ä)pq +fito{pp—qa)+/ir-^ = o. 
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Si le to re aussi, en tournant autour de son axe, n'e8t soumis a aucune 
force, on aura, ä cause du principe des forces vives 

(i')d T=\ {Ap' + Bq' + Cr') + fiw{pa + g^ + rr) + 'Uw' = const. 



3. Nous avons trouvé quatre équations (7)^1 et (1% oii paraissent 
quatre fonctions inconnues, c est a dire p y q y r , o). Les quantités Pyq^r 
détenuinent la rotation du systéme, et o) détermine le mouvement in- 
terne. 

En dérivant Téquation (1% par rapport ä < on trouve 

+ f^^iP^ + 9P + rr) + M^-£ = o. 

Ajoutons les équations (7)^ apres les avoir multipliées par p j q j r. Il 
viendra 



^i'l + ^^l + <: + /^(i'« + ^^ + »r)S^ = o. 



D'ou 



dp dq idrdw_ 

""diiPdi^nt-^df-'' 




et en intégrant 

(8)a (O + ap + ^ + j'r= const. 

Entré (o y p y q y r subsiste donc une relation linéaire a coefficients constants. 
A Taide de cette relation on peut éliminer cd dans les équations (7)^. En 
intégrant ces équations on aura p y q , r et par suite, a cause de 1'équation 
(8)^, on aura w. 

Il est aisé de voir sans méme faire des calculs que le probléme de 
rintégration peut se reconduire aux quadratures et qu'on obtient des 
fonctions elliptiques. Il sufifit pour cela de remarquer que par le principe 
de la conservation des aires on a Tintégrale suivante des équations (7^) 

{Ap + fiwaY + {Bq + /ico^)' + {Cr + /£ö)^)' = const. 
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Rempla^ons dans cette équation et dans Téquation (i')^ w par la valeur 
qu'on tire de Téquation (8)^. On trouvera deux relations de 2*°** degré 
entré p y q , r. On déduit de la que p , g , r peuvent s'exprimer comme 
des fonctions eliiptiques d'un paraniétre, et par une quadrature on peut 
trouver une relation entré ce paramétre et le temps. L'équation (8)^ 
montre que méme w peut 8 obtenir d'une maniére analogue. Nous .en 
resterons la dans la solution de ce cas particulier, parce que nous con- 
sidérerons le cas general dans les artides suivants. 



Ärticle V. 

1. Nous allons discuter la question tout a fait générale de la ro- 
tation autour du centre de gravité d'un corps dans lequel existe un 
systérae polycyclique quelconque.* Le cas que nous avons étudié dans 
Tarticle précédent n'est qu'un cas trés-particulier de mouvement inono- 
cyclique. Nous pouvons supposer des mouvements polycicliques de plu- 
sieurs sortes. Comme type nous pouvons par exemple envisager approxi- 
mativement des réseaux de canaux dont les sections soient trés-petites par 
rapport ä leurs longueurs, et dans lesquels circulent des fluides homogénes.^ 

2. Soient Pi , P^y Psj - ' > y Pn lös coordonnées cycliques du systéme 
et ®i , fi), , . . . , fi>« soient les paramétres. 

L'expression de la force vive du mouvement interne sera en general 

nu tn fn j j n n j 

= 2\i\. ''^*^<'^' + i L* L* ^« dT dT + L< L* ^"^^ dT 

en désignant par co» = -^ les intensités cycliques du systéme. 

Nous verrons apres les termes qu'on doit négliger dans cette ex- 
pression. Les coefficients a„ , h^^ , c^^ seront des fonctions des paramétres. 

^ Voir Hertz, Bie Prinxipien der Mechanik. Zweites Buch. Abschnitt $. 
^ Dans Tärt. IX nous envisagerons un cas de rotation d'an solide qai renferme un 
fluide dans un récipient tubulaire dont la seotion est queloonqae. * 
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Les composantes du couple de quantité de mouvement seront 



(9). 



m. 



dpi 



m 



dQ 



dö)* 



= Si^^-sf + 2.^*^' = £»«*-^» + Sa^*^' 



h^'' di 



m. 



dt 



dOi 



TX£+'£.f>t = '£M'+'E.f''^' 



m„ = 



I. '4^+ 1.*, t 






ou di j biy Cij Cf^j ff^, fff^ seront des fonctions des paramétres. On pourra 
auösi supposer que les moments d'inertie Ä y B y C et les moments mixtes 
soient des fonctions des paramétres. 

La force vive du systéme sera (voir artide I) 

r= i (Ap^ + Bq^ + Cr^— 2Dqr — 2Erp — 2Fpq) 

+ m^p + m^q + m^r + T^. 

3. Un déplacement virtuel du systéme sera déterminé par les com- 
posantes d'une rotation infiniment petite qu'on désignera par dB y d)( y åp 
et par les differentielles dPi et 05),^. Ecrivons le travail virtuel sous la 
forme 



m 



M^y Myjy M^ seront les composantes du couple de rotation; P^ seront les 
forces correspondant aux coordonnées cycliques p^ et //^ celles corres- 
pondant aux paramétres G)^. 

Par des formules connues on aura 



d 



^P = T/^^® + Q^p — r^Xy 



dt 



d 



åq = -dx + rdS) —pdpy 



dt 



dr =-r.dp '\' i)dx — qdw , 



dt 
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En employant le principe de Hamilton on trouve donc Téquation suivante 

to 

1 \ I \ ^ 



m 



+ itf^(?ffi + M^åx + 3fc^/> + 2:,p,(j/?, + r, /7,(jffi, 



rf< 



oii Ton doit supposer que dByå^jåpy dpij dtöf, soient nuls aux teinps t^jt^. 
Par des integrations par parties on trouve les équations dififérentielles 
du mouvement 



(I o). 



f d ar , ar ar 

dt^p ^ ^ dr dq 



= M,. 



ddT , ar 

dt dq dp 

d^dT ar 

didr '^^dq 



ar 



p—==M^, 



dr 
dT 



-^d^=^^^ 



i Up + hq + c,r + 2^^ a^ w, + £, c,, —' 



Ii kl> + hg + 9nr + Y.i^^i.io, + 52, ft^§* 



= i^o 



ar 



= /7.. 



4. Supposons maintenant que les paramétres changent si lentement 

que leurs dérivées par rapport ä t soient infiniment petites. 

En les négligeant on trouvera que la force vive du mouvement in- 
terne sera 



n n 






1 1 
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La force vive totale sera 
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T = - (4p» + Bq^ + Cr' — 2l)qr — 2Erp — 2Fpq) 



H n 



+ Zi {aip + biQ + CiV) Wi + - r^ Z, tti, (Oi O), 



1 1 



et les équations dififérentielles du mouvement deviendront 



(I o'), 



d^ar dT 

dtdp ■" ^ dr 

d dT . dT 

dt dq dp 



r 



dT 
dq 

dT 



= M,, 



— p— = M,, 



d^ar dT 



dt dr 



dr 

ar; 

dp 



= Mr, 



d / ** \ 

j^ [ttfp -f bfq + Cjr + r, o,-.ö»,j = P., 

/? / * \ 



dT 

dG)H 



= //.. 



Pour que le mouvement interne soit cyclique méme si les dérivées des 
intensités cycliques ne sont pas négligeables/ il faut supposer que les 
coefficients c^ soient des quantités négligeables.* 
Alors les équations précédentes deviennent 



(I o"). 



ddT dT 
dtdp ' ^dr 


dT 


M„ 


ddT , dT 
dt dq dp 


9r 


M„ 


ddT dT 
dt dr '^^dq 


dT 
*3p ~" 


■M„ 



d / ** \ 

^ (diP + hq + Cif + r, ai,(o,j = Pi, 



* Voir VoiGT, Kompetidium der iheoreiischen Physik. i*' Bd., page 86. 
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Il est inutile d'ajouter que le systéme ne sera rigoureusement cycUque que 
si les paramétres seront constants. 



5. En supposant que le couple de rotation soit nul ajoutons les 

é^rp ^rp ^rp 

trois premiéres équations (lo)^ apres les avoir multipliées par — , — , — . 
On trouvera 



et en intégrant 



dp dt dp dq dt dq dr dt dr 



B+feT+ra*-*- 



Désignons par x j y , z un systénie d'axes fixes et représentons dans la 
table suivante les cosinus des angles quMls förment avec les axes f , ^, C 





^ ,ri , Z 


X 


«i > Ota ? Ota 


y 


Ä > Ä > A 


z 


Ti ^ Ti y Ti 



En employant les formules de Poisson on tire des équations (lo)^, si 
Ton suppose toujours M^ = M^ — M^= o, 



d /^ dT . ^ ar , ^ ar\ 



dp 

dT 



dq 

dT 



d'ou par integration 



d_/ dT ar ?M _ 
Jt v 1 dp "^ ^2 ä^ "^ ^' ä7/ 



dT dT dT 

oft 7 — h »2 ;rr + ^8 ;;r = const. 



^ dp 



dq 

dT 



dr 



Ä^ + Äa, 



+ Ä ^ = const. 



dT ar dT 

^1 äp "^ ^» ä^ "^ ^» 



dr 



= const. 



Äeia maUtematiea, 22. Imprimé le 24 no?embre 1898. 
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Ces intégrales sont les intégrales des aires et Téquation (ii)d peut étre 
déduite comme une conséquence d^elles. 

Si le plan ocy est le plan invariable, alors les deux premiéres con- 
stantes sont nuUes et la troisiérae est Ä"; par suite il vient 



(12). 



n == 






r2 = 



Kdq ' 



^8 "Kdr 



6. On ti re trés-facilement des équations (lo)^, étant u <n 






m 



dOk d dT 



m 



"*" 2Lh di di 



dt dt /diöh 



m 



-I 



dT diöi 



* d{ÖH dt 



M,p + M,q + Jlf.r + ^..P,a,, + £, A7,^* 



Gette équation peut s'écrire de la maniére suivante 



' ar . ar , ar , ^ ar , ^ 
^a7 + ^^ + ^^ + Zl.^^a-^. + L 



döA ar 






m 



ai^rfp ardg 



drdt'^ 2^id^i dt "^ -^A 



aT a®A ar d*©A 



a/z}A d^ 



rf©A\ d^ 



(dBH\ 
\dt) 




= M,p + M,q + M,r+±^P,a>, + f^^n,^-^ 



Mais on a 



(i^ ~ ai) d^ '' da dt'^drdt*'2^ 



dj>dt dq dt dr dt 



j^«awi dt "^.^J 



ar^ d®A a 

a®A dt "^ /dö 

^\d^ 



G,\ dt' V 



^ ar , ar , ar , A ar , ^ 

^aj) ^ ^ag ^ dr ^ L^i 'dcoj ^ / ^ 



dT dmn 



dlöhX dt 



r" i% 



i 
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donc réquation précédente deviendra 

Supposons que les intensités cycliques cw,^, , a»^+j , . . . , a>, soient con 
stantes, alors il viendra 



S'il existe une fonction des forces relatives aux paramétres ' et qu'on la 
désigne par 0j on aura 

et par suite Téquation (i3)d 8'écrira 

Multiplions par dt et intégrons, nous trouverons 

(14), T- £,0».]^. = /(M-f^) + M^q + M,r)dt + "ZjPiio.dt + (O + Ä, 

h étant un constante. 

Si les mouvements internes sont isocycligues, c^est a dire si les in- 
tensités cycliques sont constantes, Tintégrale précédente deviendra 

(I4')d T— £,0),^. =-f{M,p + M,q + M,r)dt +0 + h. 

Si aucune des quantités 0;, n'est constante, alors 

t n t 

( 1 4")a r = /(i»ffP + M,q + 3fcr)(« + "^JPifOidt + <P + h. 



^ Hertz, Die Prixipien der Mechanik, page 240. 



ii^^.:_ 
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Artide VI. 

I. Supposons d'abord que le systétne söit rigoureuseraent cyclique, 
c'est ä dire que les paramétres soient constants. Supposons en outre que 
les intensités cycliques soient constantes. 

Le mouvement sera isoq/clique, c'est pourquoi nous revenons au cas 
ou les mouvements infernes seront stationnaires et le corps ne change pas de 
for me, ni la distribution des densités change non plus. 

Alors les équations (10'% se reduiront aux équations suivantes 



(lon 






dT 
r — 

dq 



^^ flyr 



dT 



d dT dT 



d^djr ar 



dt dr 



dr 



dT 
5P 



= M. 



O 



et si le couple de 
viendront 



dp t 1 dq . dr ^ 



rotation est nul les trois premiéres équations de- 



(lon 



dtdp '^ ^dr ' 
ddT , dT 

dtdq dp 

d^dT dT 

didr "^-^äg" 



r 



dT 

dq 

dT 
^dr 



= 0, 



O, 



dT 
q — = O, 
^dp ' 



Pour les réduire a la forme qu'on a donné auparavant il suflfit de prendre 
pour axes f , ly , C les axes d'inertie, et alors les équations précédentes se 
reduisent aux équations (3). 

On peut donc énoncer les resultats qu'on a obtenus dans le chapitre 
jéme ^g Yii maniére suivante: Si ä Vintérieur d'un corps qui fCest soumis 
å aucun couple de rotation existent des mouvements isocycliques {les para- 
métres étant constants) alors les composantes de la rotation sont des fonc- 
tions elliptiques du temps, et les cosinus des angles que les axes dinertie du 
systéme förment avec des axes fixes sont des fonctions uniformes du temps. 
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2. Remarquons que T est une fonction de 2*"* degré, par suite si 
nous posons 

= l^[{Ap—Fq—Er + m^)\—Fp + Bq—Dr + m^y{—Ep—Dq 



. I r ar . ar . ar ^"i 



+ Cr + m^Yl 



= -^{Ap^ + Bq^ + Cr^ — 2Dqr — 2Erp — 2Fpq), 

2y ff 



H étant donné par la formule 



H = 



A, -F, -E 
F, B,-D 



E, -D, 



C 



les équations (lo*^)^ deviennent (voir artide V du chapitre I) 

dp ^ d(f, , /;) dq ^ d{f, , Q dr _ d{f, , Q 

dt d{q , r) ' dt d{r , p) ' dt d{p , q) 

et Ton peut obtenir Tintégration (voir chapitre II, artide II) sans dé- 
terminer d'avance les axes d'inertie du corps. L'équation de 4*"' degré 
dont dépend la solution sera 



o = 



E^^-B^-^AiA-X) , ED-FA-F{B-Å) , FD-EA-E{C-Å) , 

ED-FB-F{A-Å) , F^ + D^ + BiB-Å) , FE-DB-D{C-Å) , 

FD-EC-EU-A) , FE-DC-D(B-Å) , E" ■{- D^ + C{C - Å) , 

A^yi^-Fmt-EfH^ , -Fmi+Bmi-Dm^ , - JErWi - Dm, + Oi, , 

ou Ton a (voir (i4')d) 



ilm, -Fnft-Em^ 

- Fmi + Bm^ - Dm^ 

- Emi - Dm^ + On, 

2Åh-K, 



It 

h = const. = - {Ap^+ Bq^+ Cr^ — 2Dqr - 2Erp - 2Fp?) = T— ^ .0;,. 



ar 
a^t 



K, = K' 



m\ 



m\ 



m 



ZJ 
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étant (voir (i i)d) 

Ä' = const. + {Ap — Fq — Er + m^y + {Bq — Fp—Dr + m^Y 

3. Les formules (lo'")^ font connaitre un autre element trés-im- 
portant dans la question. En efifet la derniére de ces formules nous 
donne Texpression des forces qui sont capables de maintenir stationnaire 
le mouvement. On tire de ces formules la propriété suivante qui compléte 
la proposition que nous avons énoncée a la fin du premier paragraphe: 

Les forces nécessaires pour maintenir stationnaire le mouvement sont 
des fonctions dliptiques du temps. 

Pour le calcul de ces forces nous renvoyons au § 4 de Tarticle IX 
(voir (23)d). En attendant nous pouvons nous servir du resultat que 
nous venons de trouver pour chercher dans quels cas les mouvements in- 
ternes pourront se maintenir stationnaires sans que Tintervention d'aucune 
force ne soit nécessaire. Nous emploierons les resultats que nous avons 
trouvés a Tarticle II et nous les compléterons. Rappelons en effet que 
les conditions que nous avons données dans cet artide, par rapport a la 
question que nous nous posons, sont des conditions nécessaires et ne sont 
pas suflFisantes (voir § 6, artide II). 

On tire de la derniére des formules (lo"')^ que les forces internes 
seront nuUes lorsque 

(i4^)d «»jP + biQ + ^»^ = const. (»-1,2.. .,«) 

Remarquons d'abord que ces conditions sont vérifiées lorsque le mouve- 
ment de rotation est permanent. On peut donc dire: 

Si le mouvement de rotation est permanent^ il ne faut pas de forces 
pour maintenir isocycliques les mouvements internes. 

Lorsque le mouvement de rotation n'est pas permanent, rapportens 
nous aux axes d'inertie. 
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Si leg forces ne doivent pag exister il faudra que la force vive soit 
congtante, c'egt pourquoi on aura (voir artide II, § i) 

m^p + m^q -{- m'^r = congt. 

Ap^ + Bq^ + Cr^ = congt. 

gäng que p j q j r goient des quantitég congtanteg. 

Donc pour que leg conditiong (i4^)d goient vérifiéeg il faut que 

Qi bi Ci 

— = — = — = congt. 
tn^ m, tw, 

Noug avons donné (artide II, § 5) leg conditiong que Wj , m, , m^ doivent 
vérifier pour que la force vive soit constante lorgque la rotation n'egt 
pag permanente, on aura donc tout de guite leg conditiong néceggaires et 
guffiganteg que noug cherchons. 

En rappelant la propogition que noug avong donnée au § V, artide 
II, et le théoréme que noug avong énoncé tout a Theure on aura: 

Les forces étant nuUeSy le mouvement interne sera isocyclique dans les 
cas suivants: 

I® lorsque le mouvement de rotation est permanent j 
2° lorsque 



ö. = 0iyjA{A — B), bi = o, Ci = + 0iy/C{B — C) 

les quantités Oi étant des constantes et les conditions initiales du mouvement 
étant telles que 

n 

y]A{A — B)p ± yjG{B — G)r + {A — C) Hid^Wi = O, 

3** lorsqu^on aura 

A = B, tti = bi = o, 

le mouvement initial de rotation étant arbitraire. 



Artide VII. 



I. Noug allons examiner dans cet artide un cas iin portant qui peut 
ge presenter. Cest le cas ou leg forceg corregpondant aux coordonnéeg 
cycliqueg sont nulles. 
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Si P, = Pj = . . . = P^ = o, on aura 



I (a,p + h,q + c,r + ^^a^io. + £/,. ^*) = o 



et en mtegrant 



n 



m 



r7£}i 



^.i> + *.? + CiT + ^,a,.,ö>, + ^^c,.,-^* = ä;., 



Ä'^ étant une quantité constante. 



2. En employant les intégrales qu'on vient de trouver on peut éliminer 
les intensités cycliques. En effet, en ayant égard a Tégalité a^=^a^j cal- 
culons le déterminant 

^11 > ^12 ? • • • > ^lii 
^31 > ^2« J • • • > ^Jii 



^fil > ^n2 J 



. . , a 



fin 



et désignons par -4,-, le rapport entré Télément réciproque de a^, et le 
déterminant. 



m 



d/Z); 



On aura, en posant / ^^gg-j- = Vjy 



(1 6). 
d'ou 



Z, aj, w, = Ki — Vi — ttiP — biq — CiT 



(i 7)a (Oi = Z,^i,(Ä, — 1>,) —pI,Ai,a, — gS,Ai.b, — rS,Ai,c.. 

Ou si 



m m 



^=5r*r**' 



on a (voir article V, § 2) 



2 ^*^* ** dt dt 



2 1 1 1 2 1 \ , / 

I " 
= - TiWiiKi + Vi — OiP — biQ — c,r) + T. 
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Et en rempla9ant cd^ par Texpression (i7)d on trouve 



n fl 



^0 = 2 («i?' + bq^ + cr^ + 2dqr + 2erp + 2fpq) — i? Z, Z, AuaiK, 



1 1 



MM n n 



qY.X,AubiK.-rYX.A.CiK, + \}:,I,A,.K^K. - l,l,Å^v,v, + r, 



1 » 1 11 

ayant pose pour simplifier 

n n n n n n 

u = Z-Z A- (1(1 . b = ZZ A' b b . c = ZZ -/4- cc . 

MM n n n n 

Si dans les formules (g)^ on remplace a>i...a)„ par les expressions (i7)d 
on a 

n n m , 

w*i -=^^i^sAu{Ki — v,)a, — ap — fq — er+ $2/*-^^ 



3 



1 

n n m 

= Z, r. Ji. (ä; - v,) 5, — /ij — &(? — rfr + 22 » /- 



A 



tMj = 2;< T. A i. {Kt — Vi) c.—ep — dq — cr+y g^ -^ , 



1 

d'ou Ton tire 



m 



iP + ^^g + ^^3^' = — (^jP^ + bq^ + ^^^ + 2rf?r + 2erp + 2/]pg') 

r n n *** j 1 



+ 



r n n *" j I 

4 f ?■ '^■•- («■'—"'*•+ 1. ^* t] 



^c/o maiheviatiea. 22, Iinprimé le 10 jauvicr 18JH>. <jg 



i.3_^t^^^a.bM . •- 
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On peut donc calculer rcxpression de la force vive du systéme qu'on 
obtient par rélimination des intensités cycliques, savoir 

(i")d {T) = l{{A-a)p' + (/?-/%' + (C-cy-2{D + d)qr 

— 2{E + é)rp—2{F+f)pg\ 



n n mm 



11 11 



ayant pose 



n n nu 

K = e„— Ti T, Ai, a, c,-, , /■; = /; — Z< L, Ji, 6, Ci, , 

11 11 



n n 



5^A=^Ä— 2^»2:,^.,(?,C,,, 



1 1 



n n 



^A* — b hk -^i ^i^it^ih^sk' 



1 1 



Nous avons écrit (T) au lieu de T pour designer l'élimination qu'on 
vient de faire. 

3. Pour transforraer les équations (lo)^ par rélimination des quan- 
tités (Oiy remarquons que Ton a 

(18), o^T=^^åp + l^oV + !^oV + V .!^«X + y,~ 6(5, 



m 



+2;-^^^^"'" 



\ dl ) 



dt 



A cnuse des équations (15)3 on peut écrire 

d(Oi * 
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et des cquutions (i7)d on déduit 



m 



0(0i = 




dyL,Au{Ks — v,) —iil^Auas — ql.Aub, — ry:,AuCs 



h 



^GiH 



dU), 



m 7^ " 



Par suitc en posant 



^iX.A^K^a, = /„ }:i}:.A^K,h, = /„ 2.2',J^i^,c, = /., 



n n 



^i ^s -^u ^ih ^s — ^/ 



1 1 



la formule (i8)j s'écrira 



m 



''^=(ij-'.>'+(i7-'>+(:T-'>+z, 



dT 



\dt) 



— s,\ö 



da 



h 



dt 



m r- tn 






^p—hi—hA 



<?a)/,. 



Mais 



d{T) -^ 






m 



ap 



H 



^(^) -vu. V ^(*')^- ' '^^ ^('^') -'^®' 

+ 2^ 



ar 



oV 



A 9£)a 



<?©»+ V 



r-* KS-O 



o" 



(fa;A\ dt 



en conséquence si nous comparons les derniéres formules nous aurons 



faT__ d(T) 

dp dj) 



(19). 



+ ^. 



32' _ a(r) , ar 



HT) 



ir 



+ k> 



ar 



Kt) 






+ Sa, 



ar 



[(2') + ^2> + ^2 + ^»- + r.**^* - 2;2;^<.i:,2f.j 



9ö/^ 
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On peut doniier a ccs équations uiic expression plus simple, 
effet posons 



A cet 



in 



n n 



e=iT) + l,p + l,q + l,r+^^s, 



dt Y* 1' " * ' 



ou bien 



(20). 



= IUA — a)p' + {B — b)q' + {C — cy— 2(1) + d)qr 

— 2{E + e)rp - 2{F + npq\ 



jdiOh 



\ 



+ M r.<l* + '.) + KZ.«f-" + '.) + iT.^'w + '.) 



m m 






n n 



On aura alors 



dT d9 



dT_de 

dp dp 



dT 



dT_de 

dq dq 



dT _de 

dr dr 



dT 



dG)h dOJh 



m Kt) 



= «;* + «? +#;'• + É.*"^* + * 



et par suite les équations (lo)^ peuvent s'écrire 



( d dS , dB dO ,-. 



(21), 



ddO , d9 

dt dq ' dp 

d^d9 dB 

didr "^ ^dq 



^dp ^' 



( ^ 1 



96 

3öJa 



= /7. 
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Artide VIH. 

I. Supposons que les paramétres du systéme cyclique soient constants. 
Alors les équations qu'on vient de trouver se réduisent aux trois équations 



(2 1'). 



d^ae ae 



dr 



TT h ^ — 

dt dq dp 

d^dO dB 

didr "^ ^dq 



dq ^ 

^^ nr 

Q — 



^Mr 



dans lesquelles on aura 

(2o')a e = \\{A — a)p' + {B-b)q' + (C— c)r'- 2(7) + d)qr 

— 2{E + e)rp — 2{F + 0;>?| + hP + h9 + h^- 

Les coeflEicients de tous les termes de cette expression sont constants, 
par suite les équations (21% correspondent a la rotation d'un systéme 
dans lequel existent des mouvements stationnaires, en supposant que les 
moments d'inertie par rapport aux axes f , ly , C soient 

A — a , B — b , C — c, 

que les moments mixtes d'inertie par rapport aux couples d'axes vj , C; 

C, f ; f , 7 soient 

D + d, E+e, F+f, 

et enfin que les composantes du couple de quantité de mouvement du 

mouvement interne soient 

/j , Zj , /g. (Voir article VI.) 

On tire de la le théoréme suivant: 

Soit un corps dont la figure reste invariable, dans leqtid la distribution 
des densités rCest pas alterée, å Vintérieur duquel existe un mouvement poly- 
cyclique laissant les paramétres constants et sur les coordonnées cycUques 
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(luquél rCagit aucune force; sous radion d'un couple donné, il tournera autour 
du centre de gravité comme un autre corps dans lequel existe un mouve- 
ment stationnaire, qui est sollicité par le méme couple moteiir; les iniensités 
q/cliques dépendront å chaque instant de la rotation du corps, 

2. Remarquons que la forme quadratique 

(2o")a 1\{Ä - a)p' +{B- b)q' + {C-c)r' - 2{D + d)qr 

— 2{E + e)rp—2{F+f)pq\ 

est une forme définie positive. Cela dépend de Texpression (i")^ trouvée 
pour (T) qui étant celle de la force vive doit étre toujours positive. 
Mais on ne peut pas démontrer que A — a j B — &, C — c, vérifient les 

conditions 

(^B—b) + {C—c)>A — a, 

(^C—c) + {Ä — a) >B—b, 
{A — a)-\'{B—h)> G — c, 

auxquelles doivent satisfaire les moments d'inertie d'un corps réel dont la 
densité est toujours positive. Cest pourquoi dans le théoréme précédent 
lorsqu'on parle du corps qui tourne de la méme maniére que le corps 
donné, il faut envisager un corps ideal dont la densité peut devenir aussi 
negative. Du point de vue analytique et cinématique il n'y a aucune 
différence entré le mouvement de ce corps et celui d'un corps réel, puisque 
la forme quadratique (20")^ est une forme quadratique définie. 

3. Le théoréme qu'on a donné a la fin du § i raméne la recherche 
du mouvement d'un corps dans lequel existent des systémes polycycliques, 
et qui n'est soumis ä aucun couple extérieur, au probléme qui a été 
traité auparavant, et Tintégration, dans ce cas plus general, s'effectuera 
encore a Taide des fonctions elliptiques. (V^oir le chapitre II.) 

On pourra énoncer la proposition sui vante: 

Les composantes de la rotation et les intensités cycliques d'un systémey 
dans lequel existent des systémes polycycliques, dont la figure et la distribution 
des densités nest pas altérée, et qui nest soumis ä aucune force extérieurCj 
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sont des foncfions ellipfiques du tenips; les cosinus des avffles qne les axes 
d"mertie förment avec des axes fixes sont des fonctions uniformes du temps. 



4. Si Ton voulait effectuer la solution de la question en la rarae- 
nant a celle du mouvement d'un corps dans lequel existent des mouve- 
raents stationnaires, on pourrait d^abord réduire les équations a la fonne 
(3) et apres faire Tintégration par les njéthodes qu'on a données aupara- 
vant. Mais il est evident qu'on peut atteindre le but d'une maniére di- 
recte beaucoup plus simple. Il suffit pour cela d'appliquer les propo- 
sitions de Tarticle V du i^"^ chapitre, §§ 3, 4, comme nous avons déja 
inontré dans Tarticle VI. En effet, lorsque M^ = M^ = M^ = o on peut 
ramener les équations différentielles (21)^ au type (12)^, puisque 6 est 
une fonction de 2^ degré. Le Hessien de la fonction 6 sera 



// = 



A — a 



{F-\-n, —{E+e) 



-{F+n, B 



(D + cf) 



(E+e), —{D + d), C 



et on calculera tout de suite les fonctions f^ et f^ par les formules 
f[ = -^{[{Ä - a)p -{F-\-f)q-{E + é)r + ZJ» 



2v///* 

de sorte qu'on aura 



+ [- (F + f)p + {B — h)q — {D + d)r + /J« 
+ [- (E + e)p -{D + d)q + {C- c)r + l,y\. 

a)p' + {B — b)q' + {C—c)r' — 2{IJ + d)qr 
— 2{E+e)rp—2{F+f)pq\, 



dp ^ d(f[ , /^>) 
dt d{q , r) 



di^ d if, , /•;) 

dt d(r , p) 



dr ^ djf, , /•;) 
dt d(p , q) 



5. On peut intégrer directement ces équations par la méthode 
qu'on a donnée dans le 2^™® chapitre a Tarticle IL Cette integration 
dépendra de la resolution d'une équation de 4^"® degré qu'on écrira trés- 
aisément en partant de Téquation (12)1, du méme artide. (Comparez 
artide VI, § 2.) 
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Lc3 cxpressions des composantes de la rotation et celles des intensités 
cycliques scront Ics suivantes 



(2 2). 



P = 



? = 






r 






au 



(Oi = 



M 



T C) 1 t(») 1 r(>) ■ r(«) 



oii I/f*' , 3f ,^*' , ^^*^ sont des quantités constantes. 

Si nous employons les quantités aj*' du 2""* chapitre, artide II, 
on aura 



(23), 






044 



X(.A) = jjf (A) 



2^,(- a*«u - fc,4? - U^l + ^,«iV) ^i. 



«44 



La relation qui subsiste entré < et u sera Téquation linéaire (voir (23)1,) 



(24). 



u 



.^&^ 



-K){K-K) 



(e. - «,) H 



(< - <.), 



<^ étant une constante arbitraire et ^j , A^ , ^3 , 'k^ les racines de Téqua- 
tion du 4^""® degré. 

Pour calculer les cosinus des angles que les axes ^ , 7 , C förment 
avec les axes fixes, il faudra d'abord déterininer ^'i ? Tjj Ts- ^^ employant 
les formules (12)^ on aura 



(25). 



n =i[ {A-a)v-{F ^ f)q- {E ^- e)r ^-W 



K 



U -TÅ-{F + Dp -V {B-b)q-[D + d)r ■{■ /,], 



K 



n = i[- (^ + ^)V - (^ + rf)? + (C- c)r + Q. 
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Par la méthode qu'on a donnée aux artides IV, V, VI du 2*°*' chapitre 
on pourra obtenir Texpression des autres cosinus. 

6. Dans le cas que nous venons de discuter le systeme est aban- 
donné ä son inertie^ car on a supposé toutes les forces nulles^ soit le 
couple de rotation, soient les forces relatives aux coordonnées cycliques. 
On peut designer ce cas en disant qu'il correspond a un mouvement 
adiabatique du systeme. Donc dans un mouvement adiabatique {les para- 
métres étant constants), les composantes de la rotation et les intensités cy- 
cliques sont des fonctions dliptiques du temps. 

Il faut remarquer cependant que le mouvement inteme n'est pas 
adiabatique. En effet calculons les moments cycliques. On aura 

y< = ^ = ?'^"^' = ^ — ^iP — ^i9 — ^i^^ 

On voit qu'ils ne sont pas constants, mais qu'il sont des fonctions li- 
néaires des composantes de la rotation du systeme.^ 



Artide IX. 

1. Les resultats qu'on a trouvés aux artides VI, VIII prouvent 
que les paramétres étant constants, et le mouvement du systeme étant 
isocyclique ou adiabatique, la solution peut étre obtenue par les fonctions 
dliptiques. 

Nous allons maintenant discuter un cas plus general, dont ceux qu'on 
a envisagés sont des cas particuliers, et dans lequel la solution peut 
s'obtenir de la méme maniére. 

2. Supposons que qudques-unes seulement des forces relatives aux 
coordonnées cycliques soient nulles. Alors on voit bien aisément qu'on 
pourra éliminer dans les équations du mouvement autant d'intensités 
cycliques, qu'on a de forces nulles. 

Pour obtenir ce resultat il n'est pas nécessaire de faire de nouveaux 
calculs. On peut se servir des formules que nous avons trouvées a Tar- 

* Yoir Hertz: Die Prinxipien der Mechanik, page 239. 

Åeia mathtmatiea* 32. Imprtmé le 16 JanTler 1899. gg 
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ticle VII. II sufiFit pour cela de supposér que quelques-unes des coor- 
données o), , cDj, , . . . , o)^ ne paraissent pas explicitement dans les formules 
( 1 o)d . Alors elles deviennent des coordonnées cycliques et les paramétres 
sont les coordonnées résidues. 

Donc les formules qu'on trouve par Télimination sont les équations 

d0 

(2i)d dans lesquelles on devra retrancher les termes — relatifs a celles 
des coordonnées (o^ qu'on a supposées étre des coordonnées cycliques. 

3. Appliquons ce resultat au cas oii le systéme est rigoureusement 
cyclique. Alors on pourra supposer que toutes les coordonnées S^jB^^ 
. . . , (ö^ soient des coordonnées cycliques. Désignons leurs dérivées 

qui sont des intensités cycliques, par a>{ , co, , . . . , a>^ , 



diD, d(ö. 



dm 



dt ' dt ' '"' dt 

et posons U^ = Ph- Les équations (21)^ pourront s'écrire 



(21"), 



dtip ' * ar 

d dB' , 98' 

1_ f — 

dt dq dp 



H 
3Ö' 



= M„ 



— Vtz = -^«» 



''* ^~ "*" ^ aj 



dt^r 



dr 

ap 



= M, 



c» 



1 

dt 



{e',P + nq + g',r + i,b'^a,'^ = F,, 



011 



(20")d (T = 1{{Ä — a)p' + (B - b)q' + (C - cy - 2(D + d)qr 

— 2{E + e)rp — 2{F + f)pq] 

(m v/m \/m \ m m 



m 



d(Di 



On a supprimé dans Texpression de ff les termes ^^5^-^ et les termes 



m m 



^i^^Ai^KiK, qui paraissent dans Texpression de ö, mais qui dispa* 

2 1 1 

raissent dans les calculs des dérivées. 
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4. Soient maintenant les intensités cycliques a>[ , co, , . • . , a>^ des 
quantités constantes. Dans ce cas les coefficients de p j q^r dans tous 
les termes de 8' sont des quantités constantes. Par suite le théoréme énoncé 
au i^^ ^ de r artide VIII sétend au cas ou quélques coordonnées cycliques 
ne sont pas soumises å des forces et les intensités cycliques correspondantes 
aux autres coordonnées cycliques sont constantes. 

Si le couple de rotation est nul, alors Tintégration des équations 
(2i")j pourra s'effectuer par les fonctions elliptiques. 

En effet en rappelant les resultats obtenus a Tarticle V du i*' cha- 
pitre on pourra écrire les équations (21") sous la forme (comparez le 
§ 4 de rarticle VII) 



(22), 



dt d{q , r) 



dq^ d(f,',f,) 
dt d(r , p) 



dr ^ d(f[' , n) 
dt d(p , q) 



fl et /5 étant donnés par les formules 



+ [— (F + f)p + {B — b)q — (D + d)r + Tflw', + k] 
+ [—(£ + é)p — {D + d)q + {C — c)r + i:<7>; + /,] |, 
f'^=-2\(^A-a)f + (B-%' + (C-c)r»- 2(D + d)qr 

2\l ti. 

— 2{E + é)rp — 2(F + f)pq\, 



H = 



A — a , -{F+f), -{E + e) 
-{F + f), B — b , -(D + rf) 
-{E+e), —{D + d), C — c 



Les expressions des fonctions inconnues p , q , r ', m^ , (o^ , . . . , lo^ sont les 
ménies que celles données dans Tarticle VIII au § 5. 

Pour obtenir les expressions des forces P^ c'est ä dire des forces 
qui sont capables de maintenir constantes les intensités cycliques a>|, 
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a)i, ..., ö>i,, il suffira de remarquer que la derniére des équations (2 1")^ 
8'écrit 

et a cause des équations (22)^ 

p. ^ ^. djf^^ dJJ^^ d^\^ 

'^ 'd(q,r) '^^'d{r,p) '^ ^' d{p , q) ' 



Par suite en posant 



n'' = e:p + f',q + g',r 



on aura 



On tire de la que les forces -PJ seront représentées par des fonctions 
elliptiques du teraps. 



Artide X. 

I. Nous avons donné a Tarticle V les formules (lo)^ dans lesquelles 
on a introduit les coordonnées cycliques et les paramétres. 

Les paramétres que nous avons considérés sont des quantités indé- 
pendantes, mais on pourrait trés-bien envisager des paramétres lies par 
des relations correspondant a des liaisons. Si les paramétres étaient lies 
par les relations indépendantes 

il faudrait modifier les équations (lo)^ en ajoutant au second membre 
de la derniére d'elles les termes 






dfr 



2. Nous n'allons pas approfondir le resultat qu'on trouverait de 
cette maniére. Plutöt comme complément des formules que nous avons 
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données, nous voulons envisager le cas du mouvement d'un corps solide 
et d'un corps liquide homogéne qu'on peut supposer remplir une cavité 
du premier corps. 

S étant Tespace occupé par le liquide, la force vive du systeme 
sera, en se rapportant a des axes lies invariablement au corps solide 
(voir artide V) 

T = - {Ap^ + Bq^ + 6V»— 2Dqr— lErp—iFpq) 



a 



8 



+#rf-4) 



pdS + r 



f{^'i-v§)MS, 



8 



ou ^ fjj y c sont les coordonnées des points du fluide et p sa densité. 
Pour vérifier Téquation de continuité il faudra prendre 

9$ ^ drj ^ aC 

Par suite, en employant le principe de Hamilton, en trouvera les 
équations 



(24). 



dt* ^ 




d'7 

dr "*" 


<4 


dt*^ 


<4J 



'^ dt) "^ ^ dt 



dr 
di 



d^ , dp 

dt) "^ ' dt 



dr , d /P 

"^Tt + rév;; 

^ dt "^ dtj \p 

s^ + -(- 

^dt ^ 9C\p 



-V)=o, 






O, 



o, 



(24')< 



r d aT , dT 

L Q 

didp * * dr 

d dT , dT 

t; h ^T- 

dt dq dp 

d^dT^ ar 

di dr ^ 9q 



ar 

dT 



= Jtfe, 






dr 

dT_ 

dp 



M,. 



= M,, 
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V étant la fonction potentielle des forces agissant sur le fluide et -3f^, 
M^ , Mf^ les composantes du couple de rotation. Si nous posons 



u = 



d$ 
dt' 



din 
v = — ' 



""-dt 



et si nous désignons par le symbole — la dérivée partielie par rapport 

ä t d'une quantité en la regardant comme une fonction de ^ , 3y , C, ^ > 
les équations précédentes deviendront 



(2 5)< 



(250. 



ou 



u 



^^ dt 



dr ,d^/P 



-F)=o, 



av , av , av - av , / v 



+ e 



dr 
di 



f|+i(-r--)-°. 



dTj\p 



dw , 9w , dw , 9m; , , , 

9r+^9F + ^9^ + ^iC + '(^-*") 







dde d9 
dtdp '^ ^dr 


de 

dq 


dde , ae 

dt dq ap 


de 

Pdr 


dde de 

dt dr ^^dq 


de 

^dp 






= M„ 



= M,, 



= M„ 



e = - {Ap* + Bq^ + Cr^ — 2Dqr — 2Erp — 2Fpq) 

+ V^^^ — ^^)pd8 + qJ{Cu — &jo)pdS + rj'{^ — r]u)pdS. 

S 8 S 

A ces équations il faut ajouter Téquation de continuité 



(26). 



du , dV , dW 

d$^ drj^ dC 
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et Téquation au contour 



(27), 



u cosn^ + v cosnjf + w co8nC= o, 



n étant la normale a la paroi qui limite Tespace occupé par le fluide. 

3. Envisageons le cas ou le fluide n'ait pas de tourbillons, c'est ä 
dire ou Ton alt 



dX 



Les équations (25)^ s^écriront 



dy 



dtp 
dz 



i_r?f 



. +1 






)'+e)+(l)l+F''] 



+<':f-40+f 



dq 
dt 



dr 



X. = 0» 






(:-?)■+ (:f)*+ 



(28). 



+2(1 






aCb* 2 



( 






+ 



:-!)■+(:-?)' 



9f> 









— C-^ = 



-1 



+4:-f-':-f)+4r- 



C-^ = o 

^dt 



Cest pourquoi 



é[^Hf-^?: 



+ f 



dr 
di 



^dd-a,L (.^^ *^; +'?di" — ^dTJ- 



On tire de la et de Téquation de continuité 



HV^$^^9ri^^d:) dt 



et d'une maniére analogue on a 



dq 
di' 



d7iYd$ ^^9tj ^ K/ dt 

KV9$ ^^djj ^^dc) dt 
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Par une integration on trouve 

C étant une quantité constante. 

Si le mouvement de rotation du corps solide est permanent, cette 
équation devient 

La constante C doit étre nuUe, parceque si nous conduisons un plan 
tangent ä la surface qui limite le fluide, et qui soit normal ä Taxe de 
rotation, au point de contact on aura 

Prenons pour axe C l'axe de rotation, alors Téquation (29)^ deviendra 






et les équations (28)^ 8'écriront 



en supposant que le mouvement du fluide soit stationnaire. 

L'équation de continuité (26)^ et celle (27)^ qui doit étre vérifiée 
au contour seront 

DoDC si ^ est la fonction conjuguée de ^, c'est å dire si 

^ + t^ = F(e + iij) 
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on aura 

'=''^-^[(if)"+(if)']--'"<'+^' 

K étant une constante. 

Pour que les conditions (26')^, (^jOd soient vérifiées, il faut que ^ 
soit polydrome et que Pespace occupé par le fluide n'ait pas la connexion 
linéaire simple. 

Calculons maintenant les composantes du couple de quantité de 
mouvement du fluide par rapport aux axes. La composante dans la 
direction f sera 



8 8 



et puisque ^ est constant le long des intersections du cohtour avec des 
plans paralléles au plan $r]y on trouvera m^ = o. De méme on aura 



fn, = o. 



On tire de la que Taxe du couple du mouvement interne est pa- 
ralléle ä Taxe de rotation, c'est pourquoi celui-ci (voir (6')^) doit étre un 
axe d'inertie. 

Nous avons donc une infinité de raouvements possibles permanents 
du solide et du fluide renfermé dans un recipient tubulaire sans que le 
fluide ait des tourbillons. (Voir la note ä Tarticle V de ce chapitre.) 

Note au chapitre IV. 

1. Nous avons fait usage dans le chapitre précédent du principe 
de Hamillon et des équations du type Lagrange-Liou ville; mais on peut 
trés-bien s'en passer et démontrer directement la relation qui subsist^ entré 
le mouvement adiabatique et le mouvement isocyclique en employant seule- 
ment Téquation symboUque du mouvement, c'est a dire Texpression ana- 
lytique du principe de Lagkange. Il faut pour cela se servir d'une trans- 
formation trés-élégante de cette équation donnée par M. Beltraml^ 

2. Lorsqu'on a un systéme qui peut tourner autour d'un point 
fixe, soient q^jQ^j g^ des paramétres qui déterminent sa position. Suppo- 

* Beltrami, Sulle equaxioni dinamiche di iMgrange, Eendioonti del Istituto 
Lonjbardo, S. II, Vol. 28, fasc. 14. 

Åeta mathåmatiea. 22. Imprimé le 21 janvier 1809. 40 
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sons que dans ce systéme existent des mouvements cycliques et que les 
forces relatives aux coordonnées cycliques soient nulles. 

L'équation syrabolique de M. Beltuami peut 8'écrire dans ce cas 



dL = dU 



(?'^^')' 



ou L est le travail du couple des forces appliquées au systéme et CTest 
donné, par des calculs que nous supprimons, par 

-U=\{Ä-a)p^+{B-h)q^+{C--c)r^'-2{D+å)qr-2{E+e)rp-2{F'\^ 

les notations étant les mémes que celles que nous avons adoptées dans 
le chapitre précédent. 

On peut tirer de la aisément le théoréme auquel nous avons fait 
allusion et de méme les équations du type Lagrange-Liouville. 



CHAPITRE V. 



Quelques applications au mouvement du p6le terrestre. 

Ärtiole I. 

I. Lorsque les mouvements internes ne sont pas stationnaires nous 
avons vu que les équations diflférentielles du mouvement sont les suivantes 
(voir introduction (7)) 

i A^ ^ {a-B)qr +m,q -m,r + ^-^ = 0, 



(0. 



C-^ + {B—A)pq + »i,p — »H,? + -^ = o 
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et on a Tintégrale (voir (6)) 



(2). 



{Ap + m,)» + {Bq + m,y + {Cr + m,y = K". 



En general on ne peut pas donner d'autres intégrales et par suite on ne 
peut obtenir Tintégration par des quadratures. 

Supposons A = B; alorä les équations précédentes deviennent 



dp , rO—A 



(3). 






+ ^]? = (m,r 



dm^ \ I 
'di 



n 



dq 

dt 

dr 
Tt 



[^^ + ^]p = (- 



c dt '^ C 



dm A I 



2. Pour intégrer ces équations différentielles nous pouvons employer 
une méthode d'approximationg successives. 

A cet effet remarquons que si Ton connaissait p et g, on pourrait 
calculer r par la troisiéme équation. On trouverait 



(5). 



r = öj — ^^^3 + ^/K? — ^hV)^^^ 



a^ étant une constante arbitraire. 

De niéme si Ton connaissait r, on pourrait intégrer les premiéres 
équations. En effet posons 



(5) 



e 






(6), 



i ("»,'•- 

i(-*"' 



dm 
~di 



^^*\ _ o. 

-dfj-p' 



on aura alors 



dl) , 



S - w = /»• 



8IG 
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Kn posant 



u 



=fpdt 



ces équations peuvent 8'écrire 



dp a 

Tu + ^-p 



d'ou 



p = C^ cos u 



dq_ ^^ 
du p 



C, sinw. 



g = C sin w + C costt, 



-TT cos u rr sin u 

dt dt 

dC, . , dC, 
p sm w + -^ cos u 



dt 



dt 



= a 



=^- 



Par Tintégration des derniéres équations il vient 

C\ = Ha cosu + p sin u)dt + a,, 
C3 = — J{a sin w — pco&u)dt + Äg, 

Äj et ttj étant des constantes arbitraires. Par suite 

p = C {a cos u + psin u) dt + a, | cos u 



(7). 



+ r r(asin u — pco8u)dt + a, jsin u, 



g = r(a cos w + y9sin tt)rf< + a^ sin u 



jy(asinu — pco8u)dt + öalcosw. 



Prenons d'abord r donné par la formule 



n =«i— ö^» 



et substituons cette valeur dans les équations (6)e. D'aprés les équations 
(7)0 on déterminera ^ et j et en substituant les expressions qu'on trouvera 
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dans Téquation (4)e on aura une nouvelle valeur pour r. On pourra de 
méme employer cette expression de r pour obtenir une nouvelle déter- 
mination de p et g. Ainsi de suite on aura la solution par des approxi- 
mations successives. 

3. Il est aisé de calculer les series qui donnent la solution par 
cette méthode. 

En effet posons 



«i = i Kl -^)' Ä = (-«»>'•. -^). 



•' = \h 



Pi = / (a, cosWj +y9i sint^,)ei< + a^ I cosw 




+ 



/"(ttj sinWj — p^ cos u^)dt + «8 sint^^, 



jj = f{a^ cosWj + Pi sin wjrf^ + ^3 sinw^ 

— y (a, sin t^j — 
et écrivons pour n> 1 les formules récurrentes 



y9, coswJrf< + a^ I cosw 




r„ = ^ /(»«, 2n-i — »», P,-i) dt , 

o 

«. = — r—jr^dt, 



A 

1) 



t„ = (j»»» -^ 2:,?,_,)r„, /?- = (^ + V^ 2:,2,,-,)r., 
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?«.- 



/ [a, coB (Z «ij + ;?, gin (T. ujjrfi 

/ |a„sin(£Mj — /9, cos (SMijJ/Ä ainfSMj, 

/ la, cos ( S M J + y9, sin ( S itj Jrfi ein ( S uA 

I a, sin ( S tt.) — /?, cos (2 «,-j Jrfi coa ( S M( 1 . 



Lea intégralea des équationa proposées seront 



'-Xr^. 



On peut démontrer que ces series soiit convergentes pour lea va- 
leurs de t coinprises entré certainea liinites si Ton suppose que m^,m^,m^, 

-j~ , -rr soient des quantités finies. 



I. Dans les équationa différentielles (i), on peut regarder »»,,*»,, m, 
comme les fonctiona inconnues et p ,q ,r comme des quantités données. 

Le probléme mécanique qui correapond ä cette question analytique 
eft le suivaDt: 

On connait le mouvement de rotation du systéme, déterminer les mouve- 
ments internea qui correspondent au mouvement de rotation donné. 

Dans le cas ou m^ , m, , m, aont les fonctions inconnuea, Tapplica- 
tion de la méthode des approximations successives conduit k des resultats 
beaucoup plus simples que dans le cas traité dans T^rticle précédent, 
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En effet, prenons d'abord 



<> = 



-f[{C—B)qr + a,q — a,r]dt — A(p — p,), 



m<," = 



.f[{A — C)rp + a,r — aj>]dt — B{q — q,), 



O 



mi'> = 



•f[{B - Ä)pq + a,p - a,g]t?< - C(r - rj, 



öj , a, , a, étant des constantes arbitraires. 
Ecrivons apres les formules récurrentes 



(8). 



m<i"> = 



•/[m<"-"g — m<— »>r] dt , 



m<,"> = 



■/[ 



m<"-»>r — mi"-»V]rf<, 



«t<"' = 



et calculons les series 



• 

f[m^r'^p — m[^-'^q] dt , 



m. 



= a, +Z,<\ 



m. 



= a, + Z„m<">, 



t» 



= a, + Z«w'8''\ 



8 ^^3 



EUes donneront les intégrales des équations différentielles (i)e. 

Le théoréme general de M. Picakd ^ sur la méthode des approximations 
successives, avec la modification apportée par M. Lindelöf, prouve que 
les series précédentes sont convergentes pour toute valeur du temps qui 
soit liraitée dans un intervalle ou p^q^r sont des fonctions continues et 



^ PiCARD, Traité d^analyse, T. III, page 88. E. Lindelöf (Comptes rendus 
26 février 1 894). 
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finies. Il est inféressant de particulariser le raisonnement general a ce 
cas particulier pour avoir un resultat que nous allons énoncer. Soit P la 
limite supérieure des valeurs de p ^ q , r pour t comprise entré — T et T. 
Les formules (8)e montrent que si Ton supposé 



on aura 



(n+ I) 



n 



Supposons maintenant que Ton ait 

Ä>B>C 

et soit A la limite supérieure des valeurs de \p — l^ohl? — ö^ohh' — %l 
et a la plus grande des quantités |^i |; {^al? j^sl* Alors on aura 

|,wf I < r^izL^P + al2Pt + AA 
et par suite 



ce qui prouve que les series (9)^ sont convergentes. 
On aura aussi si |^| < T 

(10). , |t»,| < [±^P+ aJCe*"- i) + AAe"". 

Par les raisonnements ordinaires on prouve que les series (9)e satisfont 
aux équations différentielles (i)e lorsque les dérivées de pyQyr sont finies. 
Prenons dans les formules précédentes t =^ t^j puis faisons évanouir t^ et 
changeons en méme temps les fonctions p(0>?(^)>^(0 de maniére que 
l^(^) ) ?(*i) > ^(^) gardent toujours les mémes valeurs, qu'on désignera 
par p 9 q j r. On aura ä la limite pour t^ = o 

w, —a^=A{p — pj, w-, —a^ = B{q — q,\ m^—a^ = C{r — rj. 

On a ainsi les rdations qui doivent subsister entré p ^ q , r; m^j m^j m^ dans 
leurs points de discontinuité. Il est facile dMnterpréter ces formules comrne 
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celles qui donnent les discontinuités de la rotation dues a un choc qui 
change brusquement les valeurs de w, , m, , m,. 

2. Les resultats du paragraphe précédent nous conduisent ä la pro- 
position: Soit donnée une loi arbitraire de rotation. On pourra toujours 
engendrer dans un corps qudconque des mouvements internes qui ne changent 
ni la forme ni la distribution des masses du corps, tds que le corps sans 
étre soumis å aucune force externe, tourne autour du centre de gravité d^ apres 
la loi donnée. 

Si le corps était rigide il suivrait les lois bien connues de la rota- 
tion libre d'un corps rigide, par suite le théoréme précédent peut étre 
énoncé de la maniére suivante: 

Toute anomalie qu'on remarqt^e dans la rotation libre d'un corps peut 
étre expliquée par des mouvements intemes qui ne changent ni la forme ni 
la distribution des masses du corps. 

La formule (lo). montre que I^J » l^^l ^ j^sl ^^^^ slubsi petits que 
Ton veut, pourvu que A et T soient sufiPisainment petits. 

Donc toute altération de la rotation å!un corps, pourvu quélle soit 
sufflsamment petite, peut étre produite par des mouvements internes qui ne 
changent ni la forme ni la distribution des masses du corps et qui sont aussi 
petits que Von veut. 

3. Les propositions précédentes conduisent a des conséquences im- 
médiates dont nous allons donner quelques exemples dans ce paragraphe 
et dans le paragraphe suivant. On connait la rotation d'un corps dans 
lequd existent des mouvements internes qui ne changent ni Is forme ni la 
distribution des masses du corps. Comment peul-on changer les mouvements 
internes de maniére qu^ils produisent toujours U méme effet, c' est å dire que 
la rotation du corps ne change pas? 

Si ml,wj,mj sont les nouvelles valeurs de m^,m^,m^ il faut qu'on ait 

A^^+{C-B)qr +m',q-m',r + ^ = o, 
Bg + (^- Orp -f m;r-m;^> + ^ = o, 
C% + {B-Ä)pq + m',p-m\q + ^^^o. 

ÄPta mathmnaHe^. 22. Impriné le 13 février 1809. 41 



322 Vito Volterra. 

Retranchons les équations (i)e et posoiis 



ni[ — m, = m[' , m^ — m^ = wj' , mj — wtj = m,', 



on trouve 

dm[ 



dt 
dm'<i 



II 



di 
dm 



+ m'^'q — m'^'r = Oy 



+ m['r — m'^'p = o, 






(2^ 



+ ^i P — ^m'? = O 



les équations étant du méme type que les équations de Poisson (voir Intro- 
duction). Si nous appelons aj , /9, , ;-, ; a^ , /J^ , j^^ ; ol^j fi^j Tt ^^^ cosinus 
des angles que les angles f , ^y , C förment avec les axes fixes x j y j Zj 
les intégrales générales seront 

C^y G^j C3 étant des constantes arbitraires; d'QU Ton tire 

»^2 = wj, + C\ot, + CJ^ + C3;-,, 
m', = m, + C,a,+G,p^ + C,r^^ 

Ces formules résolvent complétement la question proposée. 

En prenant m^ = m^ = m^ = o et en rempla9ant a^ , a, , a, ; /?,,/?,, /9, ; 
T\yT'i^ T% P^^ ^^ä expressions données par Jacobi pour ces cosinus dans 
le cas d'un systéme rigide qui n'est soumis a aucune force, on aura tous 
les mouvenients internes qui ne produisent aucun effet dans. la rotation libre 
d'un corps. 

De méme si nous prenons m^ , m^ , m^ constants et que nous mettions 
a la place de cij , a, , a^ ; ^j , /^^ , ^3 ; ^j , /-^ , j'^ les expressions que nous a vens 
trouvées a Tarticle VI du chapitre II pour ces cosinus lorsque les mouve- 
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inents internes sont stationnaircs, on tröuvera tous les mauvements internes 
variables qui produisent le méme.effet que les mauvements stationnaires. 

On tire de la qu'un corps peut avoir un mouvement de rotation^ 
comme 8'il était rigide ou tres rapproché a celui qu'il aurait 8*11 était 
rigide, et cependant il peut 8'engendrer a 8on intérieur un mouvement 
tel que le moment du couple de quantité de mouvement soit aussi grand 
qué lon veut. 

4. Un resultat qu'on peut concevoir beaucoup plus facilement est 
le suivant. 

Supposons qu'on ait tracé les polodies correspondant au mouve- 
ment rigide sur Tellipsolde central du corps ayant pour équation 

AS' + Byj'+ CC'= I. 
Si en supposant B compris entré A et C, on conduit les plans 

:_ /A{A-B) c J . /a{Ä^B) 

f \ G{B — G)' f y G(B — G)' 

* 

la surface de Tellipsolde sera découpée en quatre regions. 

En prenant deux polodies situées dans la ménie region on peut dé- 
former Vune d^elles avec continuité en passant par toutes celles inter- 
médiaires jusqu a la faire colncider avec Tautre. 

Cela ne peut pas étre fait pour les polodies situées dans des regions 
dilTérentes de Tellipsolde. 

Remarquons que chacune de ces courbes peut étre parcourue par le 
pöle lorsque les mouvements internes sont nuls. On peut donc prévoir 
qu engendrant des mouvements internes aussi petits que Ton veut le pöle 
puisse parcourir une courbe dont les spires soient rapprochées aux polodies 
et que cette trajectoire soit telle qu'en partant d'un point d'une polodie 
on aboutisse a un point d'une autre polodie quelconque appartenant a la 
méme region de Tellipsolde. Les formules qu'on a données le montrent 
d'une maniére fort simple. En effet ayant égard ä Tintégrale (2)^ des 
équations (i)e, posons 

\ _ Ap + m, _^ Bq + m^ _ Cr + m^ 

\^^U Ti— K * ^^ ~ K ^ ^» "" K 
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ces quantités seront les cosinus des angles que les axes f , 17 , C förment 
avec Taxe du couple de quantité de inouvement qui est fixe. (Voir In- 
troduction.) 

Résolvons les équations précédentes par rapport a p^q^r et substi- 
tuons les valeurs qu*on trouve dans les équations (i)^; on aura 

« ly , K T K K 

ou 1 on a pose ^ = -7, 6 = — , ^ = 77- 

Lorsqu'on suppose m^ = m^, = /Wg = o, ces équations deviennent 

c'est ä dirc elles se réduisent aux équations diflférentielles du mouveuient 
rigide. 

Les équations {i'% ont les deux intégrales 

et la quantité constante e doit étre comprise entré a et c, si nous sup- 
posons que la valeur B soit comprise entré A et C. 

Si nous nous rapportons a la distinction des polodies qu'on a faite 
tout a rheure, on aura que le passage des polodies d'une region ä celles 
d'unc autre a lieu lorsque e franchit la valeur b. 

Si nous prenons avec Jacobi ^ 

a> b> e> c ou a<b <e<c 
les intégrales des équations (i")e seront 



r, = v/^<i"[«(<-0,Ä], 



^ Voir Hekmite: Sur qudques applicalions des fonctions elliptiques. §§ X, XI. 
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oii t^ est une constante et 



n « y^(ö — a.)(c — 6), 



y (e — a){c — b) 



Calculons les dérivées de y^yf^j /•, par rapport aux constantes t^ et e. 
On aura d'abord 






nrÅ<^ — f>)y 






= — r.riC^ — ^)) 






= — nr^C* — «) 



par suite ces dérivées seront des quantités finies. Les dérivées des fonc- 
tions SD , en , dn par rapport au module deviennent infinies lorsque i = i • 
On tire de lä que les dérivées de Yi ^ y^y y^ seront finies si e ne prend 
pas les valeurs limites b et c. 

Cela pose, employons la méthode des variations des constantes arbi- 
traires, et tåchons de vérifier les équations différentielles (i)^ en prenant 
t^ et e fonctions du temps. 

Ces équations deviennent alors 



(•"'). 



f 'r, dt, dr, de m 
dt, dt "^ de dt "^ B 1* 




»r. dt, dr, de m, 
dt, dt "^ de dt"^ G ' ' 




n» dt, ,dr,dem 
dt, dt ~ de dt^ A ' » 





= o, 



T r„ = o, 



= o. 



Soient y[j y^j y^j et y{' , y^ , y^' deux systémes de valeurs de y^ y^y y^ 
qui correspondent a deux valeurs quelconques t' e t" de < — <^ et a 
deux valeurs e' et e" de e comprises entré les limites J et c. On pourra 
prendre t^ et e fonctions du temps de maniére qu'en posant T{t) = t — t^{t) 
on ait 



r(y=r-, .«,) = r" + .«». (t),. = o, (§),_ 



O. 



eit,) = 



e{Q = e", (c' — c(0)(e" — e{t)) < o, 



( 



de\ 

di),,, = °' 



(£)... == °' 
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2(0 étant la période reelle des fonctions elliptiqucs correspondant au 
module 

V (e" — aic - 6) • 

Alors I^s fonctions 

n = ri (' — «o(0 . ^(0), r, = r.(^ — ^o(0 , ^(0), u = nit - W > ^(0), 

pour i =» <, prendront les valeurs fi f f^ j fs ^* P^^^ t = t^ prendront les 
valeurs y[' , f^' , /-J' et leurs dérivées par rapport ä <^ et a a seront finies. 

Nous pouvons calculer d'aprés les formules (i'")e un systéme de 
valeurs Wj(/) , m^{t) , iw,(0 de m^ j^^f^^ qui les vérifient de sorte que 
ces valeurs soient nuUes pour t = t^^ et pour t = t^. 

Ayant égard aux formules (ii)e on tire de la que si pendant le 
teiqps ^1*..^, les xnouvements internes sont caractérisés par n^T^{t) y t»,(0> 
m,(<) et si les composantes de la rotation du corps au temps t^ ont les 
valeurs 

ÅYi By^ Cyt 

au temps t^ elles deviendront 



K 


' K ' K 


Ar" 


Br^ Or': 


K 


' K ' K' 



ce qui prouve que le pöle peut passer d'un point d'une polodie ä un 

point d'une autre polodie appartenant a la méme region de Tellipsolde. 

Mais on peut choisir les fonctions t^{t) et e{t) de sorte que les dé- 

rivées ^ , j- soient aussi petites que Ton veut de maniére que méme 

Wj , m^ , fiij aient des valeurs absolues plus petites qu'une quantité donnée 
arbitrairement; donc le passage du p61e peut arriver par des mouvements 
internes aussi petits que Ton veut. 

Nous avons ju8qu'ici exclu la valeur e = c qui correspond a un 

sommet de Tellipsolde, paroe que pour cette valeur g i ^ > ^ ^^" 

viennent infinies, mais on reconnalt facilement que cette exclusion n^est 
pas nécessaire. En effet il sufiEit de changer de variable et de prendre 
yJ\c — 6\ = (J au lieu de e et Tori voit tout de suite que si Ton regarde 
Ti 9 Ti 9 Tz corame des fonctions de t j t^ et dj leurs dérivées par rapport 
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k d ne sont pas infinies lopsque d = o. On peut donc généraliser la 
proposition précédente en disant que par des mouvements internes aussi 
petits que Ton veut le p61e peiit étre conduit d'un point ä un autre 
situés intérieurement ä la méme region de Tellipsolde. 

Le méme resultat peut étre obtenu d'une autre maniéref en suivant 
laquelle il n'est pas nécessaire d*exclure les points situés sur les frontiéres 
des regions dans lesquelles la sdrface de Tellip^lde a été pärtagée. Il 
suffit pour cela de remarquér que les polodies se i^approchent äutaht que 
Ton veut aux somihets de Tellipsolde et aux frontiéres qui séparent les 
regions qu'on a envisagées, et en outre d^avoir égard au demiertbéoréme 
du 2"* §. 

Si A =: By c^est k dire a ^ b^ alors A; =ä o^ les polodies iönt les 
paralléles de Tellipsolde et les propositions précédentes, valables pour 
chäque region, peut s^étendre a toute la surface de Tellipsolde par les 
mémes raisonnements qu'on vicnt de faire. 

5. Nous avons calculé dans cet artide les compotentes du couple 
de quantité de mouvement relatif au mouvement interne, qui correspond 
ä un mouvement donné du p61e. 

Or on peut imaginer d'une infinité de maniéres des mouvements cy- 
cliques internes qui correspondent äiix valeurs trouvées eri general pour 
m^ , m, , m,. Il suffit poiir cela de Vappeler, que lorsque les paramétres 
sont constants les équations (lo")^ sont équi valentes aux équations (i)^, 

Prenons maintenant les formules (9)^ qui deviennent 



fl 



, = Ii).a»e>i, 



n 
n 



Les fonctions m, , m^ , m, étant connues, on pourra d'une infinité de ma- 
niéres trouver des fonctions (o^ , (o, , . . . , ai„ qui satisfont aux équations 
précédentes. 
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Artide III. 

I . Dans les artides précédents nous avons montré que par la 
méthode des approximations successives on peut résoudre la question de 
déterminer le mouvement de rotation du systéme lorsqu'on connait le 
mouvement interne, et réciproquement on peut déterminer les mouve- 
ments internes^ la rotation du systéme étant donnée. 

Dans les applications pratiques au mouvement de la terre, la question 
analytique se simplifie, en négligeant des termes trés-petits qui paraissent 
dans les formules générales. 

En effet dans ce oas nous pouvons regarder les moments d'inertie 
Ä et B égaux et p et g trés-petits. 

On pourra supposer que les variations de r soient aussi trés-petites, 
de sorte qu'en posant r=a) + s on puisse regarder w comme constant et 
e comme une quantité du méme ord re que p et q. Alors de la derniére 
des équations (3)^ on tire 

f»a = mj —f{fn^p — m^g)dt — Ce = mj + w, 

o 

oii ml désigne une quantité constante. 

Les premiéres équations (3)e peuvent 8'écrire 

Si Von suppose que les termes 

uq up w,e m.e C — A C — Ä 

soient négligeables^ alors les équations précédentes deviendront 



(«3). 



{dp , rC — A , mjl I /dm, \ 

dq rC — A , mn I (dm^ . \ . 
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2. Pour réduire les équations diflférentielles a la forme précédente 
il n^est pas nécessaire de supposer que toutes les quantités (12)0 soient 
négligeables, pourvu qu'on change la variable indépendante. 

Divisons les premiéres équations (3)^ par r, on aura 



Posons 



Vdt 

dq_ 

nit 



. [C — A ^ mg"! I (dm, \ 

[C — A w,"| I /rfw, ■ \ 



=/? 



o 



öl étant la valeur de r pour ^ = o. Si nous prenons t pour variable 
indépendante^ on trouvera 



dl 



-[ 



C- A 



CO 



. m^ (ol I /dm, \ 



dq 

(h 



C 



TO, ft* 



A '"+Zr]^ 



I /dm, , \ 



Désignons par mj la valeur de m^ pour r = o, et écrivons r 
il viendra 



W?s = »?3 fi^hP ^"lÖ') - ^f ^*£ 



o> = e, 



d'ou 



(>4). 






dq 

. dt 



-[ 



A 

C — A 



w 



O) 



+ ?> + 



I (dm. . 



??/? 



^ \dT 
I /rfm 






i; étent donné par la formule 



v = 



(O 

r 






O 



Aeta math^matica. '22. Tmprimé lo 13 février 18H*.i. 
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Supposons maintenant p 9 q , r trés-petits de sorte que par rapport aux 
autres quantités qui paraissent dans les formules on puisse les regarder 
comme des quantités infiniment petites du premier ordre. La formule pré- 
cédente déraontre que v est infiniment petit du méme ordre. Par suite 
hs termes qv , pv seront des quantités infiniment petites du second ordre. 
En les négligeant, les équations diflférentielles (i4)e deviendront 
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dp rC - A , mT] I /dm. \ 

dq rC—A , mU i (dm. , \ 

Tr-y-^-'' + T> = -7 ( dT + "^^v- 



On a donc réduit les équations diflférentielles ä la forme (i3)e en sup- 
posant seulement qu'on puisse regarder p f q , e comme des quantités in- 
finiment petites du premier ordre et en négligeant les infiniment petit* 
du second ordre. 

Entré les équations (13)5 et (i3')e il ^y ^ V^^ ^^ variable indé- 
pendante qui soit diflférente. Dans les premiéres équations on a ^^ dans 
les autres on a r. Mais remarquons que si Ton pose co = 2;r et si Ton 
se rapporte au mouvement de la ter re la variable qui mesure effective- 
ment le temps est r. 

Il est evident que la discussion que nous allons faire des équations 
(i3)e est applicable sans aucune modification aux équations (i3')e- 

3. Dans les équations (13)^ on peut supposer que m, et m^ soient 
données et qu'on les intégre par rapport k p et q. Au contraire on peut 
donner p et g et déterminer w, et m,. Comme nous avons déjä vu dans 
les artides précédents le premier probléme correspond å déterminer le 
mouvement du pole lorsqu'on connait le mouvement inteme et le second 
probléme se rapporte ä la détermination des mouvements intemes lorsquon 
connait le mouvement du pole. 

Il est evident que si nous voulons appliquer les resultats de 
M. Chandler (voir Farticle V) il faudra avoir égard au second pro- 
bléme. Nous allons cependant traiter les deux problémes ensemble. 

Posons pour simplifier 
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et ajoutons les équations (13)^ apres avoir multiplié la deuxiéme équa- 
tion par i. On aura 

—dt——'PiP + ^) = - Al-di + '^(^'1 + ''""^U = « + ^/* 

d'ou Ton tire 

(1 5)e P + iq = e*^'[f{a + ifl)e-'^'dt + c], 

(J5')e j(^, + im,) = e~-'[— /(a + ip)e'-^dt + d], 

C et D étant des constantes arbitraires. 

4. Dans le cas que nous discutons le p61e est trés-peu éloigné de 
Textrémité de Taxe d'inertie C et dans Tordre d'approxi mation dans 
lequel nous envisageons la question nous pouvons supposer qus le mouve- 
nient ait lieu dans le plan tangent a l'ellipso!de d'inertie conduit par 
rcxtrémité de Taxe C- Alors on peut regarder les coordonnées f , ly du 
p61e dans ce plan comme proportionnelles ä jp et q. 

Supposons maintenant que le mouvement du pöle soit décomposable 
dans une serie de mouvements harmoniques. 

Avant de développer les conséquences qui découlent de cette hypo- 
tbése nous allons donner quelques definitions. 

Nous concevons un mouvement harmonique comme un mouvement 
d'un point sur une ellipse de maniére que le rayon vecteur conduit par 
le centre décrit des aires proportionnelles au temps. La période est la 
durée d'une revolution. 

Si nous envisageons tous les mouvements harmoniques d'une période 
donnée, sans avoir égard a leur amplitude, nous trouverons une infinité 
de mouvements possibles en changeant le rapport de la longueur des 
axes de la trajectoire et leurs inclination par rapport ä un axe fixe. 

Un point qui pourra se mouvoir dans un plan avec un mouvement 
harmonique d^une période donnée sur des ellipses dont les axes sont dans 
un rapport quelconque et ont une direction quelconque aura toutes les 
Fortes de mouvements harmoniques qu'on a considérés précédemment, et 
pour simplifier nous dirons qu'il peut prendre un mouvement harmoniqtie 
quelconque de la période donnée. 
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5. Cela posé écrivons les forrnules quon trouve dans Thypothcse 

que nous venons de faire sur le mouvement du pöle. 

On aura 

a = a, H- r(a„ cos XJ + ai sin XJ), 



(i = [i, + ^{/incos ÅJ + ft: sin ÅJ) 



d'ou 



a + iy9 = a, + »A + ^ (^^l±Ä±2iål^-^ e^^" + ^.^J(«; +A)e -».«) 



= J. + Z(^e""' + ^;e-"-0 



ayant supposé 

(•6)e 



A = «0 + 'Ä' ^n = 



«« + /?n + t(/?« «») 



A' = "- ~y^ » +_»(«!■ + j'») 



Par conséquent 






= —4- c-'^' 



+ E(; 



^" gt(A,-,> ^ fjn ^. 



l(^ — /?) 



— iX'^!» + />) 



■«(A«+/>)A ^ 



Employons maintenant la formule (15)0- Nous trouverons 



p+''>=é%+ (""■ + 1 iiiå^/- + ^ 



^*(^n + p) 



ant\ 



et en séparant la partie reelle de la partie imaginaire on aura 



('7)e 



P = 



--\-{C\ cospt — c, sin pt) 



+■£ 



(13 „p — a;^,) cos Ånt + {an Ån + /?»/>) sin ^^ 



3« ' 



9 = 



fl. 



+ (C, sin/?; + Cjj COS/?;) 



+1 



(Ä^» + «n/>) cos 4^ + (/"^n^ — ««/>) sin /„ ^ 



/„ — p 



ayant posé C = C^ + iC,. 
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De méme si nous ccrivons D = D^ + iD^, on pourra calculcr les 



m. 



w. 



valeurs de -r et -r et on trouvera les formules sui vantes 

A A 



(I8)e 



m. 



(O 



'^ + (I), C08 (ot — 7)3 sin (ot) 

(/9„G; + UnÅn) COS Å^t — («« ^ 



+1 



/9|| re;) SID Ån t 



Ån — (O 



m„ 



— + (7)j sin öif + D^ 008 ö><) 

(/?«^n — OLn(o) COS ^« ^ (/?„ ^„ + ttnW) sin ^;,/ 



+1 



;:- 



O) 



6. Les dénominateurs des formules (17)^ et (18)^, s'annulent lorsqu'on 
a Xn = Pi Ån = O). On tire de la que le påle peut avoir un mouvement 

harmonique quélconque avec tin période -^ {Å^ ^ w) tandis quHl ne peut avoir 



27t 



qu'un mouvement harmonique circulaire avec la période — . 
En effet si Å,^ = co il faut que Ton ait 

2t 

Donc les tcrrnes relatifs a la période — qui paraissent dans les expres- 
sions de jp et de g sont de la fonne 



u 



sin (ot 



(O — p 

COS (ot 

(O — p 



O) — p 



coscotj 



sinco^ 



w 



et ils correspondent évidemment a un mouvement harmonique circulaire. 
Si Ån = p on doit avoir 



y^n = a«) 



OL 



n 



Ä; 



2;r 



par suite les termes de p et g^ qui sont relatifs a la période — auront 

la forme 

(C\ + Äj) cosyo^ — (6\ + ÄJ smpt, 

(Cj — Aj) sin pt + {C\ — Aj) cos pt, 
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Äj et Äj, étant des quantités arbitraires; et par suite ils correspondent a 
un mouvement harmonique quelconque. 

Si Xn a une valeur qui nest égale ni a p ni k w, on pourra prendre 
arbitrairement les coefficients «« j i^^n > ^i 5 fin ^t ^^ conséquence le mouve- 
ment harmonique correspondant sera quelconque. 

C. Q. F. D. 

7. D'une maniére tout a fait analogue a ce que nous avons établi 
précédemment on pourra dire maintenant qu^il est possible qu'il existe 
un mouvement interne quelconque de la période Å si dans les expressions 

de -j et -^ paraissent des termes de la forme 

m cos Åt -}- n sin Åt , m' cos Åt + w' sin Åt 

o\\ les coefficients constantp m , w , m', n' peuvent avoir des rapports quel- 
conques entré eux. 

En répétant le raisonnement qu*on vient de faire dans le paragraphe 
précédent on arrive a la conclusion que si le mouvement du pole est dé- 
composahle dans une serie de mouvements harmoniqueSj il peut exister des 

mouvements internes quelconques ayant une période différente de — , mats il 

r 

ne peut exister quun mouvement interne particulier ayant la période — . 

8. Nous venons de reconnaitre que les périodes — , — sont des 

périodes singuliéres pour les mouvements du pöle et pour les mouve- 
ments internes. 

Une autre propriété qui se rattache a ces périodes est la suivante, 
et elle découle immédiatement des formules (i?)© et (18)^. 



A tout mouvement harmonique du pöle ayant la période — 



27t 
P 

cor- 

2n 



Q) 

respond un mouvement interne périodique ayant une période égale et réd- 
proquement. Les constantes oinjOi'„,fi„, ft'^ définissent les deux mouvements 
indépendamment des mouvements ayant une période différente. 



Sur la tbéorie des variations des latitudes. 335 

Au contraire les mouvements internes ne peuvent pa$ caractériser le 
mouvement du pole ayant la période — j et le mouvement du påle ne peut 

r 

pas caractériser les mouvements internes ayant la période — . Il peut exister 

des mouvements internes ayant la période — qui nont aucune influence sur 
le mouvement du pole. 

Ärticle IV. 

I. Regardons Faxe OM du mouvement interne comme résultant 
d'un vecteur constant, d'un vecteur variable avec la période — , d'un 

vecteur variable avec la période — et enfin des vecteurs OM^^'^ , OM^^^^ , . . . 

variables avec les périodes y > -i- > • • • ^^ supposant 



i > 



(O 
P 



Les projections de OM^^^"^ dans les directions f , jy soient les termes ayant 

la période — dans les expressions de -^ , -^^ que nous avons trouvées 

dans Tarticle précédent (voir (i8)J. 

Nous allons résoudre la question suivante: déterminer le mouvement 
de Vextrémité M^^^ du vecteur OM^^^ étant connu le mouvement du pole ayant 

j , . T 2n 2;r 

la pertode — = — . 

Ån A 

Il est evident que les formules de Tarticle piécédent nous donneront 
le mouvement de la projection du point M^^'^ dans le plan de Téquateur. 

Prenons les plans coordonncs fC et jyC de maniére que les axes de 
Tellipse décrite par le p61e dans le mouvement harmonique ayant la 

période -y- soient situés dans ces plans. 



Å 
Nous aurons 



L_ = a C08 Åt, ^— = fe sin Xt 

O) (O 



ayant désigné par p^^^ et g^^^ les termes des expressions (i7)e qui ont la 



periode — 
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Si j^ et ^ sont les sémiaxes de Tellipse décrite par le pöle et si on 
les inesure en secondes d'arcs on aura 



a = tgp, b = ig(f). 
Soient a ^ a\ p ^ (f les constantes des formules (i7)e qui correspondent a 



27r 



la période -^ , On aura 



Pp — aX 



;.» — 



5- = aö>, 



aX + /?'/> = o, 



d*ou Ton déduit 



y9; + ot^ = o, ^»_T = *öi 



a = o, yy = o, l}={bX — ap){o, a' = {bp — ak)(o. 



271 



Par suite les ternies de -~- , -r^ qui ont la période ^ seront 

A(o Aw ^ * / 



Ao) 

(A) 

A (O 



(bX-ap)a. + (hp-a_XU^^^^^^ 



Å' 



€0 



— {hk — ap)X — (hp — aXjto . 



yl* — o;» 



sm Xt. 



.(A) 



Les maxima des valeurs absolues de — correspondent aux va 

Aw ^ 



2. 

leurs / = '^ , n étant un nombre entier, et sont donnés par 



nn 



M\ 



U) 



A (O 



(W — ap)a} + (hp — a))X 






Les maxima des valeurs absolues de -j^ correspondent a / = - - 
Ils sont 



Aw 



(2n + l) .T 

2 / 



JWi 



(A) 



W 



d'ou Ton tire 



(»9). 



2Mf = 





— {hX — ap)}. — {bp — a/)<u 






X' (0* 


t 


A c, 
G 


zhÅ — 2ap)(o + (2hp — 2aÅ)Å 


Cl 


Å'-a,' 


A - 


- {2bÅ — 2ap)Å — (2bp — 2aÅ)(o 



o 



>)'-«»' 



Ca) 
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On pourra donc énoncer les propositions siii vantes: 

1^ Si nous projefons sur le plan de Véquateur Vextrémité M^^^ de Vaxe 

des mouvements internes partiels dont la période est -^ , la projection nix 

a un mouvement harmonique sur une ellipse dont les axes sont paralléles aux 
axes de Vellipse décrite par le påle dans le mouvement harmonique de la 
méme période. 

2^ Lorsque mx rejoint un sommet de sa trajectoire, le påle aussi dans 
le mouvement harmonique de la méme période rejoint un sommet. 

3° Les longueurs des axes de Vellipse décrite par le point mx sont 
données par les formules (iq)©. 

3. Le mouvement harmonique du p61e ayant la période — est le 

A 

mouvement résultant de deux mouvements harmoniques de la méme pé- 
riode qui ont lieu sur les axes f,^. 

De méme le mouvement du point mx peut étre obtenu en composant 
deux mouvements harmoniques dont les trajectoires sont les axes coor- 
données $ , rj. 

Le mouvement harmonique du pöle et celui de nix dans la direction $ 
auront la méme phase si la qnantité 



f . (bX — ap)co + (bp — aÅ)Å f t i\ p — ^ , / j\P + 






est positive, et ils seront en opposition de phase si la méme quantité est 
negative. 

Le mouvement harmonique du pöle et celui de mx dans la direction tj 
auront la méme phase si la quantité 

est positive; et si elle est negative les deux mouvements seront en oppo- 
sition de phase. 

Nous supprimons la demonstration de ces propositions qu'on déduit 
aisément des formules précédentes. 

Åeta mathématiea, 22. Imprimé le 25 r&Trier ISUO. ^3 
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Ärticle V. 

I . Si nou8 voulons appliquer les resultats précédents au mouvement 

de la terre il faut supposer que — représente le jour sidéral. 

On n'a observé aucune variation diume des latitudes; cela ne signifie 
pas qu*ils n'y ait pas de mouvements intemes avec la période diume, 
car on a vu qu'il peut exister des mouvements internes avec la période 

— qui n ont pas d'influence sur le mouvement du p61e. (Artide IV, § 8.) 



€0 



2. Examinons la période — . Nous avons^ 

C— A , mj w , mj 

d'ou, en prenant pour unité de temps le jour sidéral 



2ff 


'■ 


305 




r— 




305 




P 


I + 305 


Aw 


I 


+ 306 





Done — est la période eulérienne changée dans le rapport 



I 






Si de telle maniére on voulait trouver la période de 430 jours découverte 
par M. Chandler on devrait avoir 



430 I 



'°' '^^< 



Q ^ j 

* Nous supposoDs — = sans discuter ici si ce rapport qu^on calculé d^aprés 

les phénomÖDCs do pröccssioD et de nutation ne peut étre chaugé k cause du mouvemeDt 
intcrDe. 
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d'ou 






1053 



3. Sans discuter ce resultat, appliquons les resultats établis par 
M. Chandlbr dans le N° 329 de TAstronomical Journal de Tannée 
1894, relativement au mouvement du p61e ayant la période annuelle. 

On peut tirer de lä les elements correspondant au mouvement in- 
terna capable de Tengendrer. 

A cet effet il suffit de substituer dans les formules que nous avons 
trouvées les valeurs sui vantes: 



Q} = 2;r, 



;i = 



2n 



366' 



o",3, 



2JP = 

2^ = o",o8, 

le jour sidéral étant Tunité de temps. 

En effectuant les calculs, on a approxiraativement 



2a = 2 tg cp = 2;r — .. ^ ..^r v ^r > 

°^ 10x360x60x60 

2h = 2 tgib = 27r : — -z. -z ^-. 

^^ 100x360x60x60 

Il faudra supposer que Taxe f forme avec le méridien de Greenwich 
un angle de 45^ 

Prenons comme au paragraphe précédent 

G 306 ' 
on trouvera a cause des équations (19)0 
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SI 1 on suppose p = — ;; ; et 

en supposant p = — . 

Kaxe a de Tellipse décrite par le p61e forme un angle de 45° avec le 
méridien de Greenwich, par conséquent le grand axe de Tellipse parcourue 
par le point ivl^^ sera située dans le plan méridien qui a la longitude de 45^ 

Remarquons encore que la quantité (2o)e est positive et la quantité 
(20')e est negative. 

En résumant tous ces resultats on peut énoncer les propositions 
suivantes: 

Si Von cherche la variation que doit mhir Vaxe OM^^^ du mouvement 
interne terrestre {dans Vhypothése de la non-plasticité de la terré) pour donner 
au påle le mouvement harmonique étudié par 31. Chandler, ayant la période 
annuelle, on troiive que: 

1° projetant M^^^ sur Véqu^ateur en m^^\ ce point décrira une ellipse 
dont le grand axe fait un angle de 45° avec le méridien de Greenwich; 

37 27 2X 

2"" les axes de cette ellipse ser ont égaux ä — töC^cw, —^^Cco, ou å —^^Co), 

-^ Co) suivant que I on suppose p = — ou p = — ; 

3*^ décomposant le mouvement du pöle et celui de m^ suivant les direc- 
tions des axes de Vellipse décrite par le pöle, les deux mouvements dans la 
direction du grand axe auront la méme phase et les mouvements dans la di- 
rection du petit axe auront des phases opposées, 

4. Pour exercice des formules qu'on a données dans rarticle précé- 
dent on peut repeter un calcul analogue a celui qu'on vient de faire 
pour résoudre le problénie suivant: 

Supposons qu^il existe un mouvement interne ayant la période de 430 
Jours. Quels sont les elements de ce mouvement pour quil soit capdble de 
produire le mouvement du pöle étudié par M. Chandler ayant la méme période? 
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[lOns p = 

valeurs suivantes 



Si nous prenons p = il faudra substituer dans les formules les 



(O ==s 2;r, 

2;r 



;i = 



430 

Le mouvement du pöle est circulaire et sa demi-amplitude est o",ij 
par suite 

ip = ^ = o",i 

d'ou approximativement 

^^ 10x360x60x60 

et a cause des équations (19)0 on aura 



CHAPITRE VI. 



Aper^u sur les pevturhations dties ä la plasticité de la terre. 

Ärticle I. 

1. Supposons que le mouvement interne soit stationnaire et cher- 
chons les perturbations produites par la plasticité sur le mouvement de 
rotation que nous connaissons par les études que nous avons faites dans 
le chapitre précédent. 

Nous partirons de Thypothése que Teffet du a la plasticité consiste 

dans la tendance du pöle d'inertie a se rapprocher du p61e de rotation 

lorsque les deux points ne colncident pas. Nous discuterons apres la 
loi de ce rapprochement. 

2. Envisageons les resultats de Tarticle III du chapitre précédent 
lorsque le mouvement interne est stutionnaire. On pourra les rapprocher 
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a ceux qu'on a trouvés dans le chapitre III sur les petites vibrations du p61e 
autour des positions d'équilibre stable dans Thypothése que Tellipsolde 
d'inertie soit un solide de revolution. 

Si le mouvement interne est stationnaire les formules (i7)e et (i8)e 
de larticle III du chapitre V deviennent 



P = 



Q = 



— + Cj cos pt — Cj sin ptj 



a 



— H- (7j sin pt + C^ C08 pt, 

r 



m. 



m. 



il 

Q) 
(O 



et en posant pour simplifier 



c. 



' 0} 



C, = -' , 



oti aura 



(Or 



-=^ + c, cos pt — c, sm pt, 



q m 



-p + C, sinpt + Cj cos pt. 



La quantité p sera donnée par la formule 

C — A , w, 
p = —^a^+- 



3. Pour fixer les idées, supposons que m^ soit une quantité ne- 
gative, c'est a dire supposons que les projections de Taxe du mouvement 
interne et de Taxe du couple de quantité de mouvement du a la rotation 
de la terre, sur Taxe terrestre n'aient pas la méme direction. Nous dis- 
cuterons apres comment on doit modifier les formules lorsqu on suppose 
que cette hypothése ne soit pas vérifiée. 

Ayant égard qu'une rotation positive a lieu dans le méme sens que 
a rotation des aiguilles d'une montre, nous pouvons conduire les deux 
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segments OR et OM qui représentent la rotation de la terre et Taxe du 
mouvement interne en prenant pour origine le centre de la terre. En 
prolongeant les deux Begmeots dans leurs directions positives ils rencon- 
treroDt respectiTcment rhémisphére sud et rhémisphére nord. 




Cela pose, soit 0P=^ i un segment ayant la méme direction de OR. 
En projetant ce point sur 1'équateur en tt, on aura que les projectlons 

de Ok sur les axes ^ et » seront - , - . De méme soit OSs=—- un 
' a, w Ap 

eegment ayant la méme direction que OM, et soit A la projection de 8 

sur Téquateur. 

Les projectiona de Oh sur les axes f et ly seront -^ , -^. 

Nous pouvons maintenant énoncer d'une maniére géométrique la loi 
représentée par les formules (i), en disant: Le point jr tourne avec la 
vitesse angulaire p sur une drconférence ayant h pour centre. 

4. Conduiflons une sphére ayant O pour centre et dont le rayon 
soit egal ä i . Elle rencontrera Taxe OM dans le point M' et Taxe OR 
dans le point P. Puiaque ce point est trés-proche du p6Ie d'inertie C, 
nous pouvons par approximation regarder la trajectoire qu'il décrit sur 
la sphére comme une circonférence ayant pour centre le point ff de la 
sphére qui se projette en h sur l'équateur. Si nous voulons envisager 
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tous les elements dans rhémisphére nord il suffit de construire les points 
C , S' y P situés dans une position diamétralement opposée aux points 
CjHyP. Il est evident que les quatre points P',H' jCfM' appar- 
tiennent a rhémisphére nord. 

Nous les désignerons par les möts: pole de rotation^ centre du mouve- 
ment polaire, pole d\nertiey centre du mouvement interne. 

Soit h' la projection de H' sur Téquateur. On aura 



par suite 



d'oii 



OÄ' = OÄ, 



sin H'C = Oh=OS sin M'C , 



(2)r 



Posons 



nous aurons 



BiD H'C 



fft 



sia M'C 



et par conséquent 



(3)r 



Ap (C — A)o) •\' W3 



= e. 



M = y/m\ + m\ + ml, 



m. = — M cos M'C% 



M 



B = 



(G— A)w—Mco8M'C 



/*»/ ) 



(C — A)a} — McosM'C 
P= 1 



5. Nous avons supposé jusqu^ici que m^ soit une quantité negative; 
c'est pourquoi on a pris Fintersection de OM avec le sphére sur Thémisphére 
nord. Si m^ est positif, prolongeons MO du c6té du point O jusqu'a 
rencontrer Thémisphére nord en M*. On appellera toujours ce point le 
centre du mouvement interne. Lorsque in^ était négatif le point C était 
situé entré M* et H.\ tandis que dans Thypothése actuelle M' et E.' 
seront situés du méme c6té par rapport a C'. 

Désignons par a et y9 les arcs Z*M* et Z^E.' et prenons leur origine 
dans le point C'. Les équations (2), et (3), pourront s'écrire 
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C^Or 



(3')f 



6 ^ 



/> = 



8iD/(9 

flin a 


■■ + 


e. 






M 




(0- 


-A)< 


D ? 


Jlf cos a 


(C- 


-A). 


J» + 


Af cos « 



et Ton prendra le signe supérieur dans le premier oas (mg < o) et le 
Signe inférieur dans le second oas (tWg > o). 




6. En résumant les lois du mouvement du p61e, si Ton suppose 
les mouvements internes stationnaires, et que Ton néglige la plasticité 
de la terre, on tro u ve 



1° Le centre du mouvement interne, le pole dlnertie et le centre du 
mouvement polaire sont sUués sur un grand cercle de la sphére. 

2^ a et ^ étant les arcs de grand cercle conduifs par le påle d'inertie 
et les centres du mouvement interne et du mouvement polaire^ on a 



sin/? 



SID a 



= +^ = 77? 



+ M 



(O — A)io + Mcosa 



3° Le pole de rotation parcourt une circonférence autour du centre du 
mouvement polaire avec la vitesse angulaire 



P = 



{C — A)(o + M cos a 



Aeta matliematiea. 22. Imprlmé le 25 fOrrler 1809. 
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Ces lois représentent d'une maniére fort claire Teflfet produit par les 
mouvements internes sur le mouvement du p61e. 

En eflfet sMls n^existaient pas, le pöle décrirait une circonférence 
autour du pöle d^inertie avec la vitesFe angulaire 

C — A 

par suite les mouvements internes ont une double action, savoir: 

1° Ils changent le centre de rotation du mouvement polaire qui est 

repoussé (ou attiré) du centre des mouvements internes le long du grand 

cercle qui passé par ce point et le pöle d'inertie. 

Le déplacement du centre du mouvement polaire est déterminé par 

Tangle ^. 

2° Ils changent la vitesse angulaire de rotation du pöle de 

M cos a 

+ -T 

et ce changement correspond a une variation de la période Eulerienne. 
Nous remarquons enfin que le point H* correspond a un pöle de rotation 
permanent. Nous renvoyons pour cela au chapitre III ou Ton a discute 
et approfondi cette question. 



Ärticle III. 

1. Nous allons maintenant déterminer les perturbations auxquelles 
seront soumises les lois que nous avons énoncées dans Tarticle précédent, 
par effet de la plasticité qu'on avait négligée auparavant. 

Prenant le point O pour centre de projection, projetons la surface 
de la terre sur la sphére. Si nous envisageons les phénoménes pendant 
un intervalle de temps qui ne soit pas trop long, nous pourrons supposer 
que, méme si la terre se déforme a cause de sa plasticité, la configuration 
des mers et des continents sur la spbére ne change pas sensiblement, mais 
il faudra supposer que le pöle d'inertie se déplace sur la sphére. 

Ce sont donc ces déplacements du pöle d'inertie sur la sphére, la 
projection de la terre sur la sphére étant fixe, qui décélent sa plasticité. 
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On pourra énoncer la propriété que le mouvement interne est station- 
naire en disant que le centre du mouvement interne est un point fixe de 
la sphére et que M = y/m\ + ml + ml est constant. 

Nous faisons aussi Thypothése que les points H'jP,C^<^ maintiennent 
toujours trés-proches, de maniére qu'on puisse négliger les puissances de 
leurs distances supérieures ä la premiére puissance. Rappelons ä ce propos 
que Tanalyse de Tarticle III du chapitre précédent, dont nous employons 
a present les resultats, est appuyée sur cette liypothése. 

Enfin nous supposerons que Tinfluence de la plasticité se manifeste 
de maniére que le p61e d'inertie tend toujours a 8'approcher du p61e de 
rotation avec une intensité proportionnelle ä la distance entré ces points. 

D'une fa9on plus precise nous énoncerons cette loi dans les termes 
sui vants : 

Le påle dinertie se déplace d chaque instant dans la direction de Vaooe 
du grand cercle qui passé par ce point et par la position occupée dans le 
méme temps par le pöle de rotation, avec une vitesse proportionnelle å la 
distance entré ces points. * 

Le rapport entré la vitesse du pöle d^inertie dans son mouvement 
relatif a la sphére et cette distance sera désigné par fi et nous Tappellerons 
coefficient de plasticité. * 

Sa valeur sera positive et nous la laisserons indéterminée. 

Nous aurons donc co > /i > o. On peut établlr dés a present la signi- 
fication des cas limites: la valeur /i = o correspond au cas de la rigidité 
compléte; et /i= co au cas de Tadaptation immédiate du sphéroide terrestre. 

2. Par les hypothéses qu'on vient de faire le probléme de la rota- 
tion de la terre se présente de la maniére suivante: 

On a quatre points situés sur la sphére: M' (centre du mouvement 



* Voir Darwin, On ihe influence of the Oeologioal Cfianges on the Earth'8 Axis 
of Rotation. Phil. Träns. Roy. Soc, Vol. 167. 

* Voir ScHiAPARELLi, De la rotation de la tene sous Vinfluence des actions géolo- 
giques. Saint-Petersbourg 1889. Nuovo Cimento, T. 30. S. 3** I^e cas intermédiairc 
ne correspond pas complétement k celui que M. Scuiaparelli a discuté. Mais en em- 
ployant la méthode géométrique dont il a fait usage on pourrait TenTisager d'nne maniére 
analogue, en ayant égard auz resultats du chapitre précédent. On a adopté Thypothése 
quon vient dénpnccr pour simplifier les calculs des artides suivants. 
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interne), C (pole dHnertie), H' (centre du inouvement polaire), F (p61e de 
rotation) qui suivent dans leurs mouvements sur la sphére les lois suivantes: 

1° 31' est un point fixe de la sphére. 

2° M' , C, H' appartiennent ä un grand cercle et 

siD :'H' _ + M 



8iD C'M' ^ (C — ^)a; + M C08 C^' 

3° P' tourne å chaque instant autour du point H' avec la vitesse an- 

gulaire 

{C— A)(o + Jtfcos C'3f' 



4® C' se déplace ä chaque instant dans la direction tangente å CP' 
avec une vitesse égale å /jl . C'-P'. 

Par ces conditions on pourrait établir tout de suite les équations 
diiFérentielles du probléme. Cependant dans Tarticle suivant nous le 
transformerons de maniére qu'on pourra Taborder par une analyse tout 
a fait élémentaire. 

Ärticle m. 

I. Pour siniplifier la question dont nous avons parlé a la fin de 
Varticle précédent nous envisagerons une representation de la terre sur 
un plan au lieu de la representation sphérique que nous avons considéré. 
Pour passer de Tune a Tautre de ces representations nous employerons 
la projection stéréographique. 

Le plan de projection sera le plan tangent ä la sphére dans le point 
M' et nous prendrons pour centre de projection le point diamétralement 
opposé de M' que nous désignerons par M'\ 

Le pöle étant en M'j soient d la colatitude et j? la longitude des 
points de la sphére. Alors le carré de Télément linéaire de la sphére sera 

da' = dd' + s\n'dd^' 

et le carré de Télément linéaire dans la projection stéréographique sera 



ds' = — i-j- {dd' + sin' dd^') 



2 
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d'ou Ton tire 



da 



i 



cos» - 

2 



On a supposé qu'on puisse négliger les puissances des arcs CH', H'F, 
PC} supérieures a la preniiére puissance. 




Cela revient a regarder ces arcs comme des quantités infiniment 
petites. Cest pourquoi on pourra dire que par la projection stéréogra- 

phique leurs longueurs ont changé dans le rapport 



008 - « 
2 



Soient C, » ^, > -Pi les projections stéréographiques des points C > Ii\ P ; 
nous aurons 



Mais 



'>^/. = 


* 


J-M, 


cos - « 
2 


• 




+ e, 



SID a 



par suite, en reinpla9ant sin CH' par Tarc CU\ il viendra 

CH' = + £ sin a 
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d'ou 

:,U, = p-= + 2£tg-a 



cos' - a 



D'ailleurs on a 



2ig\a = :,M', 



donc 






En outre, ä cause des propriétés bien connues des projections stéréogra- 
phiques, on pourra reraarquer que Pj tourne autour de H^ avec la vitesse 
angulaire p. Par suite les lois que nous avons énoncées dans le i*' artide, 
6^*"® §, lorsqu'on néglige la plasticité, pourront étre remplacées par les 
lois sui vantes: 

I® Les projections stéréographiques M' ^ Ci y H^^ du centre du mouvement 
internej du pöle d'inertiej et du centre du mouvement polaire sont situées en 
ligne droite et 

2® La projection stéréographique P^ du pöle de rotation décrit une 
circonférence autour du point H^ avec la vitesse angulaire p. 

2. Passons maintenant ä déterminer des lois analogues en ayantégard 
a la plasticité. 

A cet effet nous allons transformer les expressions de s et de ^. 
En posant CiM'-=D, on aura 



D = 2 tg - a 



d'ou 

cos a = 

I + - Z>' 

4 
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Par conséquent nous pourrons écrire 



(3")r 



M 



{G—A)to + M\ 



{C—A)<u + M\ 



P = 



4 

I +-Ö* 
4 



1—-D* 



On tire de la les quatre lois suivantes qu'on pourra substituer aux lois 
énoncées au § 3 de Tarticle précédent. 

Ofi a dans un plan quatre points M' , Ci j H^ j P^ 

I** M' est un point fixe. 

2° M' , Ci7 H^ sont situés en ligne droite et 



D 



+ M 



(C— A)w + M\ 



I \ 
I — -D' 

I +-D* 
4 



ayant désigné C-Sf' par D. 

3° Pj tourne å chaque instant autour du point H^ avec la vitesse an^ 
gulaire 



p = {C — Ä)a} + M\ 



4 

I +-Ö' 

4 



/^^ Cl se déplace a chaque instant dans la direction (JjPj avec la vitesse 
/id, ou d signifie Ci-Pi- 

La derniére loi a été obtenue en remarquant que dans la projection 
stéréographique les vitesses sont changées dans le méme rapport que les 
arcs infiniments petits. 
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3. Cela pose, on peut écrire bien aisément les équations difFéren« 
tielles du probléme. 




Soient x , y des axes orthogonaux fixes par rapport au plan oii Ton 
a fait la representation stéréographique, situés dans ce plan et ayant pour 
origine le point M'. Désignons par a: , y ; x^^y^ ; ^2 > 2/2 l^s coordonnées 
des points P^yCijH^. La deuxiéme condition énoncée au paragraphe 
précédent s'écrira 



(4)r 



et la troisiéme condition 



— X, 



— Vi 



(5)r 



dx 
di 



■j7 = —piii^—y)y 



dy 
dt 



Ji= p{x,—x). 



Le sens de la rotation sera déterminé par Torientation des axes x , y 
Enfin de la quatriéme condition on déduira 



(6), 



dx 
Tt 



- = fi{x — Xi), 



7^ = /i(y— y,)- 



4. A cause des équations (4), on aura 



a;, = (i +£)3;,, yi = {i ±e:)yi', 
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par suite les cquations (5), deviendront 



(5')r 



dx 
di 

dy 
dt 



= — />[(i±e)y, ~y], 
= p[{i ±e)x,~x]. 



On tire de la, en posant A' = a;' + y', 



dt 



ou bien 



= K^S "^ ^^) ^ ^^^^ "^ ^^^^^^ ~^'^^ 






Remarquons que /> est une quantité petite et {x^y — y^x) est le double 
de Taire du triangle ilfPjCi» c^est pourquoi le rapport 

A 

sera petit du inéme ordre que <r,Pi, d*ou Ton tire que les variations de 

grandeur de A et par suite de D serent petites. En outre dans les 

expressions que nous avons trouvées pour e et p (voir équations (3")f) 

le terme 

I 



]\I 



4 

I +-/)* 
4 



est petit par rapport a (C — Ä)(o. Si done on envisage le mouvement 
peudant un intervalle de temps qui ne soit trop long on pourra négliger 
les variations de e et de p et par suite on pourra les supposer constantes. 
Nous avons été conduits aux quatre équations différentielles (6),, (5'), 
qu'on pourra regarder comme des équations difiFérentielles a coefficients 
constants. Nous consacrerons Tarticle suivant a leur integration. 



Ada mathematiea. 22. Imprtroé le 6 mars 1899. 
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Artide IV. 

I. Nous avons réduit dans rarticle précédent les équations diflFé- 
rentielles du mouvement au systéme 



(6), 



It 
dt 






(5')( 



dx 



- = _^[(i±e)t/, — y], 
^^ p[{i±e)x^—x\, 



dans lequel ^ et e peuvent étre regardés comme des quantités constantes. 
Pour rintégrer posons 



x^C^', 



y = Ke", 



x,=C,^, ij,^K,e", 

C , C^ , K , K^ , étant des constantes. 

Par la substitution des valeurs précédentes on aura 



(7)r 



^.(•^ + )«) r-6> 



K,{2 + fi) -Kfi = 



Cz+ K^p{\ ±£)^Kp 



<?,/ö(i±e) + <> 



+ Kz = 



o, 
o, 
o, 
o. 



z sera done une racine de Téquation de quatriéme degré 



Z+fl 



, o , Z+fl , —fl 

» ^ , p{^ ± s) , — p 



= o. 



— /o(i ±e) , p , 



o 
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Gette équatioii peut s*écrire aussi de la luanicre suivaute 

(8), z' + 2(12' + {fi' + p')z' + 2p',xSZ + nYs' = O. 

Soient /, /\ z"\ z^"" les raeines et 6*^*^ 6Y\ Ä^*\ äY^ un systéine de valeurs 
de C j C^j K y K^ qui vérificnt les équatloiis (7)f lorsquon prend z = ^*\ 



Nous auroiis 



(9), 



x = T.Mi(>'>^'\ 



y = 2:MiÄ:i''c'^"', 



(•o), 



a; 



, =Zilf..CV'e'^"', 



y, = ZM<Ä\V^"', 



les quantités Mi étant des constantes arbitraires. 

2. Pour résoudre Téquation (8), posons + e = e\ Elle s'écrira alors 



d'ou 



^{2 + [i) ±ip{z + fis') = o. 



Par suite les raeines seront 



— /x + u — i(p — v) 

z - ^ , 

___ — // + u + i(/> — v) 

Z — : > 



___ — /i — n — t(,o + v) 

z — . 

2 



^,v ^ — /^-- It + i[p + f) 



oii w et v sont donnés par les forniules 



u = sJ^St 



V-^SJ'^ 



v/(/^' 


+ 
+ 


/»r- 


i6/^VV(i 


- £') + /^' 


-/>• 






2 






V^iA'"' 


p*)'~ 


i6/i>V(i 


- £') + />' 


-/^' 



les radicaux étant pris dans leurs valeurs absolues. 
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3. Exaininons plus particuliérement les cas liinites envisagés dans 

Tarticle II, § 2. 

Si /£ = o (c'est ä dirc dans le cas de la rigidité compléte) Téquation 

(8), devient 

^* + ^'^» = o. 

Deux des racines deviennent égales a +^/> et deux racines s'annulent. 

Donc le mouvement est périodique et la période est — , c'est a dire on 

trouve la période eulerienne modifiée de la inaniére que nous avons vu 
dans le chapitre précédent. 

Soit /i = CO. En divisant Téquation (8), par y? et en faisant apres 



- = o on trouve 



z" + p^e^ = o. 



Cela signifie que deux des racines sont infinies et les autres sont + ipt . 
Donc le mouvement est périodique et la période est — = -Ar^ . Dans ce 
cas les équations (6), deviennent 

c'est a dire le pöle dMnertie colncide avec celui de rotation. 
Il viendra a cause des équations (s'), 

dx M dy M 

d'oii 

Nj et N étant des constantes arbitraires. Le p61e de rotation décrit donc 

une circonférencc autour du centre du mouvement interne avec la vitesse 

, . M 
angulaire -j . 

Turin le i8 octobre 1897. 
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SUR UN NOUVEL ET IMPORTANT THÉORÉME DE LA THÉORIE 

DES FONCTIONS L 



FAR 

J. L. W. V. JENSEN. 



Monsieur le Professeur, 

Lors de votre dernier séjour å Copenhaguc j'ai eu honneur de vous 
entretenir au sujet d'une intégrale définie appelée, si je ne me trompé, 
a jouer un röle dans la théorie des fonctions analytiques. Comme il me 
parut que cette question vous interéssa vivement, je profiterai de cette 
oceasion — Tenvoi des deux petits mémoires ^ destinés ä votre Journal 
— pour vous communiquer le développement détaillé de mon théoréme. 

Soit z = re^' une variable complexe, et a un nonxbr<e complexe 
différent de zéro, on a pour r<ja|, * , 



i'-i)=-ti{i 



011 I désigne la valeur principale du logarithme. En prenant les partieis 
reelles des deux raembres et en observant que Tpn a cR(a) = -(a -f. a), ' 
on trouve ' ; ^ 



* ' ivOi a—vOi 



y=l • . ■ 

j 

T - ___ --- ^ 

* (i) Sur les fonctions eniiéres. 

(2) Noie sur une condiiion nécessaire et suffisanie pour que ious les xéros d*une 
fonction entiére soient reds. . » r 

' Ici et dans la suite jc désigne toujours par 91 (a) la partic réollc ei par d la 

■■•» 
valour conjuguee de a. 

Aeta fnathémaiiea. 22. Tmprimé le G mars 18{)0. 
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Si r>|a|, on a, par conséquent, 



(2) 



I 



z 
a 



II va] 



Si Ton suppose que r soit constant, dans ces équations (i) et (2), les series 
des seconds membres convergent uniformément pour toutes les valeurs 
de Targument 6, Multiplions les deux membres de (i) et (2) par 

— e~*^rfö, 011 k désigne un nombre entier positif qui peut étre nul, et 



2n 



intégrons de o a 2;r; tous les termes s'évanouissent alorp, ä Texception 
du terme constant. On trouve ainsi 



Jtt 



(3) 



2ffJ I «l 



et 



In- 



(4) 



iy,|,_l|e-..V* = 



o pour r < |a|, 



Jusqu'ici nous avons laissé de c6té le oas r = |a|. Dans ce cas limite 
les series en question se confondent et restent encore uniformément con- 
vergentes, pourvu que Ton ait soin d'exclure de Tintervalle (o, 2n) de 
un intervalle {ff — e,ö' + e), 0' désignant Targument de a. Apres Tinté- 
gration, les series, dans les deux cas k = o et ä > o, deviennent 



I ^-^ 2 sio ve . I ^p/ sin (fe — *')^ i_ ^ xp sid (fe + v)e i 
27r^ v* 2;rZ-r ^(ic ^ p) »2;:^ i'(Ä; + v) 2t 



2;: — 2e 
2k 



3' 



respectivement, expressions qui tendent évidemment, pour lim e = o, vers 
les liraites respectives 

o et t(-) ' 

2fc \a/ 

D^autre part la fonction, sur laquelle porte Tintégration dans les premiers 
membres, devenant seulement logarithmiquement infinie dans le voisinage 
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de T=s ffy les intégrales correspondantes tendent, comme Ton sait, veré 
des limites déterminées. De la sorte les formules (3) et (4) restent encore 
valables dans le cas limite, mais les deux formes différentes des seconds 
membres se confondent en une seule. 

Cela poséy nous allons faire une tres intéressante application de ces 
formules ä la théorie des fonctions. Soit f{z) une fonction niéromorphe 
dans une partie du plan qui contient å son intérieur le point /? = o, 
point oii la fonction ne devra étre ni nulle ni infinie. Soient ajjaj,...,»» 
tous les zéros et /?i , /9, , . . • , /?« tous les pöles de la fonction situés å Vin- 
térieur ou sur la circonférence cTun cercle |i2f| = r compris to ut entier ä 
Tintérieur du domaine donné. Nous supposons, bien entendu, que les zéros 
et les p61e8 sont chacun d*eux comptés autant de fois que rin4iquent 
leurs degres de multiplicité. Nous aurons donc 

(5) f{^)-f{o)'=h-, — -VA(^), 

no-å) 

ou f^{z) désigne une fonction de z qui reste raéromorphe ä Tintérieur du 
domaine donné et qui est holomorphe ä Tintérieur et sur la circonférence 
du cercle |j2?| = r. Nous voyons, par suite, que Ton a 



v«l 



au moins pour |j2f| < -R, B désignant un certain nombre positif plus grand 
que r. Nous pouvons aussi écrire 

011 

(6) fM =- J.-B.^, 

pour \z\ < B!y B' désignant la valeur absolue de TaflRxe du plus petit 
zéro ou p61e situé å Vextérieur du cercle |^| ä r. Prenons maintenant 

Ätia mathtmaiioa, 32. Imprimé le 6 Juln 1899. 46 
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la partie reelle du logarithirie des deux membres de (5), nous obtenons 
alors par l'intégration en appliquant la formule (3) 

car rintégrale correspondante relativé a f^{z) est nulle, d'aprés la formule 

(6) ou manque de terme constant. 

Cest en cette formule (7) que consiste le nouvel et important théoréme 
que j'avai8 en yue. D'aprés les développements précédents il est evident 
que le théoréme subsiste méme lorsque re^' passé par un nombre quel- 
conque de zéros ou de pöles. Dans le oas special ou f{z) est une fonc- 
tioii entiére, on péut prendre r aussi grand que Ton veut; la formule 

(7) se réduit alors a la suivante 

A vant de procéder a quelques-unes des nombreuses applications du 
théoréme, il ne sera pas inutile de jeter un coup d'oeil sur le second 
membre de (8). Il est evident que cette expression est une fonction 
cöntinue du nombre positif r, et cela malgré qu'elle dépende du nombre 
des zéros compris a Tintérieur du cércle |i?| = r. On voit aussi, du reste, 
que la fonction est continuellement croissänte avec r. Dans le cas ou la 
fonction entiére n'a pas de zéros situés ä Tintérieur du cercle, le second 
membre de (8) se réduit ä son premier terme, qui est constant. Ce fait 
nous met en possession d'un critére précieux qui nous renseigne stir Vabsence 
des racines ,å Vintérieur d'un cercle. Il est evident aussi que le théoréme 
fondamental de TAlgébre est un coroUaire immédiat de ce que nous 
venons de démontrer. 

Pour montrer avec quelle facilité ce théoréme se préte aussi aux 
recherches de la théorie des fonctions transcendantes entiéres, soit f{z) une 
telle fonction, préalablement débarassée par division de toute racine zéro. 
Soit c*^'^ la valeur maxima de \f{z)\ sur la circonférence |^| = r; il est 
evident alors que ^(r) est une limite supérieure pour ?|/'(re^*)|, et on 
trpuve, par conséquent , 

(9) - : ': :. . '. ' .v{r)>K+l 



r* 



öja, . . . a„ 
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K désignant une constante reelle et a^, a,, ..., ^i. l^s valeurs absolues de^ 
zéros, rangées par ordre de grandeurs non décroissante, les zéros étant 
comptés, comme il a été dit précédeniment, avec leurs degres de multipli- 
cité respectifs. Il est evident que, dans la, formule (9), i^ous pouvons 
å /br/iori remplacer n par un entier qui lui est inférieur; de la sprte n 
ne désignera plus le norabre exact des zéros a Tintérieur oii sur la cir- 
conférence du cercle |2:| = r, mais un entier quelconque plus petit que 
ce nombre. Si nous supposons, bien entendu, que/*(^) ait une infinité 
de zéros, nous pourrons fixer n arbitraireinent, et prendre une valeur 
r =^'xa^ correspondante, x désignant une constante positive > i, mais 
d'ailleurs arbitraire. Par conséquent on a 



n 

a, 



^{xa^ > K + I "^ h nlx 



a^ ... an 



>K+nlx. 

Done, si Ton suppose que f(^)<r"', m désignant une constante positive, 
on a sur le champ 

^ K. . Ix 

ce qui fait voir que la serie SajT*"* est convergente pour e positif. 
Nous avons ainsi trouvé une limite Inférieure de a, regardé cpmrae fonc- 
tion de n. On peut aussi procéder inversement et employer (9) pour la 
détermination d'une limite inférieure de ^(^), en supposant a, donné. Je 
vous renverrai pour plus de détails a mon mémoire Sur les fonctions 
éntiéres ou je traite cette question d'une maniére tout a fait élémentaire 
ä l'aide des premiers principes de la. théorie des series et sans employer 
le calcul integral. 

Reprenons maintenant la formule (5) et prenons comme aupäravant 
la partie reelle du logarithme des deu3^ membres, mais en multipliant 

cette fois avant Tintégration par ^^~*^*; nous trouvons alors en appliquant 

les formules (4) et (6) 
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Nous avons de la sorte calculé le coefTicient de if dans f^{z\ ce qui 
permet de déterminer le facteur exponentiel dans les fonctions entiéres, 
{vwr la méthode analogue dans mon mémoire précité). 

Avant de terminer cette lettre, je prendrai la liberté de vous rappeler 
quelques recherches de la théorie analytique des nombres, dont je vous ai 
parlé il y a plusieurs années. Si je puis trouver le loisir nécessaire, 
j*espére pouvoir cette année terminer la rédaction de mon mémoire sur 
les fonctions numériques. Ges recherches ont beaucoup de rapport avec 
le théoreme que je viens d^exposer. 

Vous savez, Monsieur, que le probléme relatif au nombre des nombres 
premiers inférieurs ä une limite donnée attend encore sa solution rigoureuse, 
et cela, parceque lon n'a pu jusqu^ici démontrer que les zéros de la fonc- 
tion transcendante entiére ^{fy de Riemann sont tous réels. Or, a Taide 
de recherches subséquentes sur les series de Dirichlet, pour lesquelles en 
1884* déja j'ai démontré deux théorémes fondamentaux, et en employant 
le critére donné plus haut, je suis parvenu ä démontrer rigoureusement 
que Z{i) n'a pas de zéros ä Tintérieur du cercle \t — n|==r. Cest, en 
d'autres termes, affirmer que toutes les racines de Téq nation ^(f) = o 
sont reelles. L'on a surmonté de la sorte le dernier et le plus difficile 
des obstacles qui s*opposaient ä la solution du probléme, et il est 
mäihtenant aisé de démontrer (comme je le ferai voir dans le mémoire 
que je prépare) que le nombre des nombres premiers inférieurs ä n est 



n 



ou, pour lim fl = co, / -y^, tend vers zéi*o, t désignant une quftntité fixe 

positive aussi petite que Ton veut. • D'autre part on démontré tres aisé- 
ment que p^ n'est pas d'un ordre plus petit que y/ii, c'e8t ä dire, pöur 
parlér d^line maniére plus precise, qu'on peut toujours trouver une suite 
infinie dé nombres w, pour lesquels 

kl>(^/;y-^ 

■ ' ■ ' I I 1^ ■ 

^ Voir Tidskrift for Mathematik, CopeDhagae 1884, p. ^0 et 83 et Comptes 
Rendus, t. 106, p. 834. r 
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SUR QUELQUES INTÉGRALES AYANT RAPPORTS AVEC LES FONCTIONS 

ELLIPTIQUES 

PAB 

M. LERCH 

å FRIBOURO (SUISSE). 



Dans un mémoire publié par Tacadémie de Prague ' j'ai établi la 
formule 

/• flj'""'* don 

y^-nxcosargjjj ^^^^ _ ^^ gjjj ^^j _ «, ;r<rc"** , 

® I + «^ 

en me bornant aux hypothéses o<ö'<-, u>o. 

En multipliant les deux membres par e~""rfw et en intégrant de w = o 
a w = cx) , j'en ai déduit la suivante 



w sio san + « sin (s — I )<T7r «•"*(£« ;r<T 

i£r* + 2wx cos <T;r + «* 1 I + te; 

de laquelle j'ai conclus que la fonction suivante 








2WX COS <T7r 



+ x')\i +if) 



* 2°»« année, Mémoire N** 9; 1 893. 

jioto mathwuUiea. 22. Imprimé le 6 juln 1899. 
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jouit de cette propriété remarquable 



Tza 



w s\nS(T7r. L{tv y s — i , 0) + 6111(5 — i)^7r. L{WySy a) = —— 

J'ai promis de mettre en évidence ses relations avec les fonctions ellip- 
tiques et j y suis revenu en effet Tannée derniére^ en introduisant la fonction 



(A) L{w,s,a) = 




i + '■)< 



+ 2WX C08- + «' j(l + 9f) 

qui résulte de L en changeant a en sa réciproque; celle-ci a par consé- 
quent la proprété 

(B) u;8in^^ —L(w, 5, a) + s\r\ — L(w,s + i , ^) = -r-^ — :', 

j'ai établi une seconde en observant que la quantité 

Q= L{WyS,a) + L{iv ,s + (T,(7) 
s^exprime par Tintégrale 




TT 
W^ + ^WX C08 - + X* 

a 

u 



dont la valeur est 



nw* * SID — 

SID -9\VL,87: 

a 



La seconde relation est donc la suivante 



(C) L{WjS, a) + L{Wy s + a^ a) = 



TtW* * SID — 



SID - SIQ 87: 

a 



* Rozpravy (de Prague), S« aonée, N° 23, 1896. 
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Cea deux relations laissent espérer que liotre transcendante, jouissant des 
proprétés assez simples relatives au parallélogramine des périodes i et <7, 
aura quelques relations avec des fonctions elliptiques. Pour le montrer, 
j'établirai d'abord son déyeloppement, en vérifia-nt les propriétés (B) et (C) 
sur la fonction définie par Téquation suivante 



t7n 
<r 



TZe"* , . TT 



(D) -7 - + s\n-L(w, Sj(t) 



, . 87: 

27n sm — 







(^ = I , 3 > 5 » 7 > • • • ; f^= 2 , 4 » 6 , 8 , . . .). 

Le calcul étant facile, je me borne a indiquer le domaine d'existence 
des expressions qu*on vient de consid^rer. Je supposerai que w soit réel 
et positif. On voit d'abord que Tintégrale (A) n'existe pas, si la quantité 
(T est purement imaginaire; ensuite, puisque la relation (B) a été obtenue 
pour a réel et positif, il faut admettre que la partie reelle de a soit po- 
sitive. Puis, pour que la fonction iw^+ 2wxqo^- + a;*] reste finie pendant 

rintégration, il faut que la partie reelle de - ne soit pas un ,entier ira* 

pair, ce qui nous améne ä introduire la condition que la partie reelle de 

- soit entré zéro et Tunité. Quant a la quantité 5, la convergence de 

rintégrale exige que sa partie reelle soit plus grande que — i et 
moindre que celle de la quantité a + i. Dans la bände indéfinie pa- 
ralléle a Taxe des imaginäifes qui est remplie de ces points s, la fonc- 
tion L{WjS,(t) est analytique et réguliére. 

Passons maintenant aux series (D). La convergence de la premiére 
serie exige, la partie imaginaire de (t étant supposée positive, que la partie 
imaginaire de s soit également positive; au contraire, la convergence de 

• • • ■ • • 8 — — I 

la deuxiéme serie exige que la partie imaginaire du quotient soit 

positive. On satisfait a toutos ces copditions en supposant que s se trouve 
a Tintérieur d'une figure qui étant placée dans le demi-plan positif est 
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limitée par le segment de laxe ( — i ... i), puis par la droite (i ...^+ i) 
et par les deux lignes verticales aux points 5 = — letSÄö-^-i* Le 
domaine (5) que nous venons de fixer est assez étendu pourqu^on puisse 
y placer une infinité des parallélogrammes des périodes composés des cötés 
I et a. 

Cela étant, appelons (P(5).8in— la différence des fonctions L dé- 

finies, Tune par Tintégrale (A), Tautre par Texpression (D), et observons 

que la fonction sin— ne s'annulant que- dans un point du parallélo- 

gramrae, la fonction <t>{s) n'a d'autres singularités qu'un seule pöle du 

premier degré 5 = 0*; elle satisfait ensuite aux cquations déduites de (B) 

et (C) 

0{s + i) = — w(S>[s\ 0{s + (t)= 0{s) 

qui font voir que la fonction est de la forme 

niais cette fonction-ci ayant aussi le pöle s = (t — i oii 0{s) reste finie, on 
a nécessairement a = o, et les deux fonctions i(w,5,ö'), définies par les 
équation8.(A) et (D), sont égales. Ceci pose, prenons s^a dans Téquation 
(D); il vient 

00 

af dx n 




I "|- X*' 7t TT 

w* + 2wxeoB'- + X* ö-sin-.Ci +w) 

a a 

Ensuite, différentions dans Téquation (D) par rapport ä 5 et posons 8=*^ a; 
nous aurons le développement 



00 

/XI" log X dx 

W + 2WX C08 - + X 



27zi r I ^ 'uf-^e^'^^ I ^ I T 

~n I 2^(1 + w) "*" 4^ I — vfe^"^^ "*" a^ ^ \ 
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Rempla9on8 la parenthése dans le deuxiérae meinbre par son dévc- 
loppement 

T ^-> , . I xr^ -^^tUm ,m-=l,2,5, ..v 

2a{\ + te;) A,m ' <T;i,m^ ^ \A-1,8,6,..J 

inultiplions par rfi(; et intégrons entre zéro et ?x;; les series qui en résultent 

s'expriraent par- des logarithmes et on obtient Téquation 

— T / ; — T' ^rc tg cot- + - cosec- ) •\ \dx 



2;r 

o 



= log 



2m7r» 

I + 'M;e '^ 



j—r — TT __l:lji!i____ 



m^l- 



Elle fait voir que les transcendantes en a 



00 / 1n\m\ 00 

n U + iDe"^), n (i — w^é'"'^'-^^) 



qui ont Taxe des quantités reelles pour coupure, ont un quotient qui 8'y 
comporte réguliéreraent. Cette relation qui nous parait intéressante se 

simplifie en changeant w; en - et en ajoutant; on aura au deuxiérae 

membre Texpression 



*knit\\ / . iniHy 






qu'on peut écrire daprés les definitions bien connues 

log 



M^k) 



> 



ÅtAa ffuUAema^tea. 22. Imprimé le 5 jufn 1893. 47 
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ou en faisant usage de la formule de transformation, 



log|y/?e*' 



n 



7--7-(logif)« 

" Alt 



La formule dont il sagit sera donc 



00 



2^'J I + X^ 



arctg 



cot - H — cosec - 1 



+ arctff (cot- -4 cosec- ) A 

' ® \ a ^ V)x a) ^ a 



= i»8lv^f 






7C 



dx 
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SUR LA NATURÉ ANALYTIQUE D'UNE FONCTION CONSIDÉRÉE 

PAR P. DU BOIS-REYMOND 

FAS 

M. LERCH 

å FRIBOUBO (SUISSE). 

[Extrait des »Monatshefte fOr Mathematik und Physik» 8*°»« année.] 

Traduit par L. Laugel. 



Dans le tome 21 des Mathematische Annalen Paul du Bois- 
Reymond parle de series infinies de la forrae 



OD 



/i. Sin »a; 

dont les coefficients remplissent des conditions infinitaires déterininées, et 
il cite notamment le cas fi^ = e"^'. Cette serie posséde des dérivées de 
tous les ordres et d'aprés du Bois-Reymond elle ne peut étre prolongée 
dans le domaine de Timaginaire. 

Il en résulterait que la serie infinie de puissances 

oo 

m-l 

aurait sa region de convergence — le cercle de rayon unité décrit autour 
de Torigine comme centre — aussi pour region d'existence. Cela est en 
tout cas bizarre et a été contesté par M. Pringsheim (Math. An na len, 
t. 44); ce géométre s'est contenté de presenter quelques observations a 
ce sujet, sans résoudre la question méme, bien qu'il soit possible d^ le 
faire d'une maniére excessivement ^inmple, comme nous voulons ici le 
faire voir. 

Aota matktmatiea. 22. Imprimé le 6 juin 1899. 
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Soit d'abord u une variable complexe dont la valeur absolue est 
plus petite que i, et soit a une grandeur reelle positive; alors la série 
infinie 



eo 



mel 



est absolument convcrgente. Pour voir comment elle se comporte sur le 
contour du cercle de convergence |w|=i, et, d'une maniére générale, 
pour reconnaitre la nature analytique de cette transcendante, nous em- 
ploierons la formule intégrale 



oo 



/ 



—mx clx 

e ' 



fl-k/fl» Va 



z^x 



nous ne nous attarderons pas ici ä la vérification de Téquation 



00 OD 

a 



o o 

mais nous passerons a la considération du resultat 



00 



(O 



■ « 

Nous obtenons ainsi pour la fonction analytique 
(2) <P{u) = \Jl ie-^^i^uT-', (|«| < I), 



une representation intégrale 



(3) 



a 

f 6 — ti a; Y'i 



o 



dont le prolongement nous est fourni directement. 

En effet cette intégrale existe pour toutes les valeurs «, qui, sur le 
plan de la variable complexe, sont représentées par des points en dehors 
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de la coupure (1...00) pratiquée le long de Taxe des grandcurs reelles, 
et dans cette region Tintégrale a évidemment le caractére d'une fonction 
entiére. 

Il s'ensuit que notre fonction (2) peut étre prolongée dans tout le 
plan des w, a Texception, faite provisoirement, de la coupure (1...00). 

Son développement en serie de puissances dans le domaine du point 
w = i s'obtient au moyen de la formule (3), et Ton a 

0(u)= TAJu—iy 

ou 

a 

A m ^ dx 

-4„ = 






V^ 



On a évidemment 



\M<Jf'^—^,-\/l'- 



et la serie converge pour \u — i|< i, comme c'était clair de prime abord. 

Nous nous proposons maintenant de démontrer que la fonction 0{u) 
se comporte aussi d'une maniére réguliére le long de la coupure (i ...co), 
exception faite du seul point w = i . 

En effet soit L une ligne issue de Torigine et 8'étendant dans le 
voisinage de Taxe des grandeurs reelles sur le plan de la variable com- 
plexe Xj jusqu'ä Tinfini. Alors la fonction 



a 

' dx 



se comporte réguliérement dans la region qui a pour contour la courbe 
L et Faxe des grandeurs reelles, et Tintégrale 

a 

6 ' dx 

e* — u x\Jx 
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qui correspond au chemin d'intégration L est égale ä l'intégrale 0{u). 
Maifi celle*ci exige pour la fixation precise de sa region de convergence 
une coupure (définie par les points w = e*) tout ä falt différente de la 
précédente et elle se comporte réguliérement en tous les points de la 
ligne (i ...cx)), ä Fexception seule de w =» i. 

Il n^est pas difficile de reconnaitre le mode de discontinuité de 0{u) 
au point w= i. Soit de nouveau 0{u) Tintégrale (3) et soit v>i une 
grandeur reelle et s', s" deux petites grandeurs positives; si Ton pose 

il est facile de déraontrer a Taide d'une méthode de raisonnement in* 
ventée par M. Hermite et simplifiée par M. Goursat ^ que 



lim [0{u') — 0{u")'\ = 2m 



e ^^«" 



«'-0,fi"-0 \ 

u (log u) 

Il résulte de la comme conséquence que la fonction 
(4) <P{u) + e"^ l£«i!iIZi) = ^u) 

U (log %f 

reste uniforme dans le domaine du point w =« i , et ainsi est développable 
suivant les puissances positives et negatives de {u — i). 

Le nombre des puissances negatives qui se présentent dans ce dé- 
veloppement est nécessairement infiniment grand. En efiFet si e désignc 
une grandeur positive infiniment petite, évidemment <P'(i— e) est alors 
infiniment grand, puisque 4>(i— e) reste fini et que le second terme 
dans (4) au premier membre devient infiniment grand, et d'autre part 
¥{1 + e) reste finie pour e infiniment petit. Pour démontrer ce dernier 
point il sufiFit de faire voir que Tintégrale 

dx 




^" — '^xsj. 



X 



* Voir Acta mathematica, to^l^ I, p. 189 — ig2: Letlre de M, Hermite et ActtL 
mathcmatica, tome 10, Table: Goubsat, oii se trouve la liste des travaux de M. Her- 
mite sur les sujets de la Lettre de M. Goursat. 
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reste finie pour w =s i + e ; c^est ce que Ton voit claireraent en la ra- 
menant a la forme 



:/' 



e^^^u) d 



X 

e 



x^z 



Maintenant, comme les expressions W[u±^b) ne sont ni toutes les deux 
finies, ni toutes les deux infiniment grandes, alors w ^ i est un point 
singulier essentiel de la fonction W{u) et dans le développement en serie 
de puissances 



vm — ao 



le nombre des puissances negatives qui se présentent effectivemeht est 
nécessairement infiniment grand, ainsi quil a été afiirmé. 

3>La fonction 0{u) définie par la serie (2) se cöinporte réguliére- 
ment en tous les points de la circonférence du cercle |w|=i=i, a 
Texception du point w= i. Ce dcrnier point est un point singulier 
et la maniére dont la fonction se comporte dans le domaine du point 
w = I peut se définir par la formule suivante 

u (log u) 

La construction d'exemples de fonctions ä lignes singuliéres ne peut 
avoir apres les. travaux de Weierstrass qu'un but pédagogique. A ce 
point de vue, il y a dix ans, j'ai étudié un grand nombre d^expressions; 
mais par suite du nombre restreint de lecteurs des publications de la 
Société royale des Sciences de Prague mes rccherches sont restées tres 
peu connues, et méme mon mémoire sur Fimpossibilité de différentier 
certaines fonctions, qui a été publié dans le Journal de Crelle, tome 
103» n'a pas attiré Tattention de M. Mittag-Lbffler/ 



'■ ■ ■• ■ - -■ * — — . . . .^ 



^ Sur une transcendante remarquable trouvée par M. Fredholm, Aota mathe- 
itDitioa, t. 15* Lk Béfit trait^e k la fin de äios méftoire foumit éyidétament une 
fonction de la méme propriété que la serie de M. Fredholm. 
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Notamment dans mon méraoire Sur les fonctions ä region d^existence 
bornée ^ sont indiquées de nombreuses expressions de cette catégorie, ainsi 
que de nouvelles méthodes de demonstration et de nouyelles généralisa- 
tions. Par exemple, il y est démontré que la serie a double entrée 



OC)-^-- 



00 00 



ne peut étre prolongée au dela de sa region de convergence |w|<i, 
|a:|<i, lorsque les constantes m , « ne sont pas des nombres entiers 
positifs, et lorsque la constante a a pour valeur absolue Tunité mais 
n'est pas une racine de Tunité. 

De ce qui se trouve dans ce mémoire beaucoup a été nouvellement 
publié par M. Pringsheim dans les Math. Annalen, tomes 42 et 44, 
par exemple la généralisation qu'il cite en note au bas de la page 166 
du toine 42, et encore le principe de demonstration quil emploie p. 50 
et p. 51 du tome 44. Cest aussi a moi que remonte cette reraarque 
que Ton peut construire des expressions de la forme 



00 



v-0 ^ 

qui, en valeur absolue, restent inférieures a une constante, lorsque x est 
limité a une region a Tintérieur de laquelle ne sont pas situés des points 
a^y et il en est de méme aussi pour le contour de la region quand tous 
les points de ce contour sont des points limites [HäufungsstéUen d^aprés la 
terminologie de M. G. Cantor] de Tensemble (aj. C*est ce que jai 
éclairci p. 7 de mon mémoire au moyen de Texemple 



T^p:, (H<.), 



oii a désigne une grandeur reelle irrationnelle. M. Prinösheim au 
tome 42 des Math. Annalen cite beaucoup d'expressions de ce type. 

' Mémoires de TAcad. royale des Se. de Bohéme, VII. Suite. Tome 
II, 1888. 



Sur !a Dature analytique d^une fooctioD considérée par P. du Bois-Reymond. 377 

M. Pringsheim voulait pousser la question plus loin, et il affirme que 
Texpression 

oo 

f[x) = ^ —^ — > (^l^"! ^^* convergente) 



» — a, 



ne peut étre prolongée au dela du domaine G lorsque tous les points 
a^ sont situés en déhors de C, mais cela de telle sorte cependant que 
leurö points limites förment le contour de C, sous la supposition que les 
a^ ne récouvrent aucune portion de surface d'une maniére partout dense. 
En 1887, je n'ai pas voulu aller aussi loin que M. Pringsheim et 
je n'ai pas tenté de résoudre la question, car la demonstration me sembla 
alors et me semble encore aujourd'hui difficile, de sorte que je ne puis 
ici rien fournir en réponse a la question. Lorsque M. Pringsheim croit 
en avoir trouvé la solution au moyen de son théoréme (p. 168 du t 42 
des Math. Annalen) il se trompe, car la demonstration de ce théoréme 
est fausse et Texactitude de ce théoréme reste donc indécise. 



Ada maihenuUiea. 22. Imprimé lo 6 Jnfn 1899. 4S 
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SUR UNE PROPRIÉTÉ DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES INTÉGRABLES 
A L'AIDE DES FONCTIONS MÉROMORPHES DOUBLEMENT PÉRIODIQUES 



PAB 

MICHEL PETEOVITCH 

X BELORADE. 



Etant donné un type general d'équations différentielles 

d'un ordre quelconque, ne contenant pas x explicitement, on peut se 
proposer a préciser les équations appartenant ä un tel type, qui peuvent 
étre satisfaites par des fonctions méromorphes doublement périodiques. 
J*indiquerai ici une propriété de telles équations qui permet, sans entrer 
dans des études plus approfondies, de simplifier le probléme en question 
et qui se traduit par une régle tres simple et pratique. 
Supposons réquation écrite sous la forme 



t=* 



ou les m sont des entiers positifs, tels qu'on n'ait pas a la fois pour 
deux indiees i et / différents 

et les P» sont des constantes. 

Formons les 25 nombres entiers et positifs suivants 

(3) 

Ni = niu + 2^2, + . . . + P^pi- 

Äeta mathåmatioa. 22. Imprimft le 6 juin 1899. 
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Tra9ons dans le plan deux axes, celui des M et des Nj et marquons 
les s points {Mi , N^) en ayant soin d*inscrire ä c6té de chacun d'eux son 
indice. Si deux on plusieurs points colncident, on mettra a cöté d'un 
tel point multiple les indices de tous les points qui y sont confondus. 

Construisons la ligne polygonale U concave vers OM, contenant ä 
son intérieur ou sur sa périphérie tous les points (Jii , N^ et fermée par 
des droites perpendiculaires a Taxe ONy dans le oas ou il n*y a pas de 
sommets sur eet axe. Posons pour abréger 



(4) 



rot = ^it + wt,< + . . . + nipi, 
Tu = ^^2» + ^8» + • • • + nipi, 



et ensuite 

(5) Ai = A^"(A— iT'{Å— 2)^' . . . {Å—p + lY'-''* 

ou A est un nombre arbitraire. 

Il peut arriver que la ligne polygonale U présente un ou plusieurs 
sommets dans lesquels deux ou plusieurs points {Mi , N^) colncident; nous 
les appellerons alors les sommets multiples. Envisageons un tel sommct 
multiple et soient a^ , a^ , . . . , a„ les indices des termes de F qui y sont 
confondus. Formons Téquation 

(6) A^^P,, + A^P^ + . . . + A^P,, = o; 
elle sera une équation en X de la forme 

)r + a,)r-' + a,)r-' + . . . + a^^.X + a, = o 

que nous appellerons équation en X relative au sommet multiple (apOt^j— »O- 
A chaque sommet multiple correspond une équation en X définie par (6). 
Ceci étant, il peut arriver que Téquation différentielle (i) admet des 
intégrales méromorphes doublement périodiques. Dans ce cas elle jouit 
des propriétés suivantes: 

I. La ligne polygonale U a au moins un cöté å coefficient angulaire 
égdl å un nombre entier négatifj ou bien elle a au moins un sommet multiple 
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télj que son équation en A admet comme racines un ou plusieurs nombres 
entiers négatifs, compris entré les valeurs des coefficients angulaires de deux 
cotés aboutissant å ce sammet. 

Car une fonction méromorphe doublement périodique ne saurait 
rester holoraorphe dans tout le plan, et au voisinage d'un p61e x = a 
peut 8'écrire 

(7) y = {x — aYf{x), 

ovL fl est un entier négatif et f[x) une fonction holoniorphe au voisinage 
de re = a et ne s'annulant pas pour cette valeur de x. Dautre part 
j'ai démontré antérieurement [Thése de doctorat) le resultat suivant: si fi 
a une valeur déterminée, pour que y, définie par (7), puisse satisfaire a 
une équation diflPerentielle (i), il faut ou bien que fx soit egal a un des 
coefficients angulaires des cötés de la ligne polygonale /7, correspondant 
au polygone JP, ou bien que fx satisfasse a une des équations en A rela- 
tives aux sommets multiples de TI et soit conipris entré les valeurs des 
coefficients angulaires de deux cötés aboutissant a ce sommet 
La proposition I s'en déduit immédiatement. 

II. Quélle que soit la fraction rationnélle B{y) en y, la transformée 

(8) 0{z,z\z", ...,^^0 = 

de F = o en z =^ E{y) jouit des propriétés énoncées dans la proposition I. 

Car, y étant une fonction méromorphe doublement périodique, z 
Test aussi. 

Remarquons en méme temps, que si les conditions I ne sont pas 
remplies pour une transformée (8) correspondant a une fraction ration- 
nélle R{y) ayant plus de deux p61es distincts, V équation F=o n' admet 
aucune intégrale méromorphe, Car Téquation = o ne satisfaisant pas 
aux conditions I, son intégrale z^ qui sera aussi méromorphe si y Test, 
ne saurait devenir infinie pour aucune valeur finie de x. Par suite si 
a y b y c sont trois poles distincts de R{y) en y, les trois équations 

y — a = 0, y— J = o, y — c = 
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n'ont pas de racines finies. Par suite, en vertu du théoréme connu de 
M. PiCARD, Vintégrale y, supposée méromorphe, se réduirait a une constante. 

IIL Si Von forme une combinaison rationnélle 

m 

de y et des ses dérivées successiveSy télle que la transformée 

(9) ¥^(^,^',/',...,/^)) = o 
de F= o en 

(10) z = E{y,y',y'\...,y^'') 

ne satisfasse pas aux conditicns de la proposition I, Véquation 

(i i) R(y , y\ y", . . . , y^^^) = const. 

joue le role d'intégrale premiére pour les intégrales méromorphes doublement 
périodiques de F = o en ce sens que toute intégrale de télle nature satis fait 
en méme temps ä Véquation B = const. 

Il suflfit, pour démontrer la proposition, de remarquer que y étant 
méromorphe doublement périodique, z le sera aussi et que toute fonction 
de telle nature n'ayant pas de pöles, se réduit a une constante. 

La considération des lignes polygonales U et des équations en Å 
correspondantes donne donc un moyen de former dMntégrales premiéres re- 
latives aux intégrales méromorphes doublement périodiques de Téquation 
différentielle donnée. Une fois ces intégrales premiéres connues, la re- 
cherche des intégrales en question se raméne a celle des solutions com- 
munes ä deux équations différentielles données, ce qu'on fera par diffé- 
rentiations et élimination des dérivées successives de y. Si p. ex. jp>?, 
on differentiera l'équation R = const. p — q fois par rapport a a? et en 
éliminant y^^ entré 

« 

(I) F = o, 

(2) di?=r = ° 
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on aura une équatiou (3) d'un ordre inférieur a py admettant toutes les 
Solutions communes a (i) et (2). En opérant sur (2) et (3) comrne sur 
(i) et (2), on remplacera Tune de ces équations par une autre d'un 
ordre inoindre et ainsi de suite. On obtiendra ainsi une suite 

(A) (i) , (2) , (3), ... , (m — 2), (m— i), (m) . . . 

d'équations différentielles. Si Téquation F = o admet eflfectivement d*inté- 
grales méromorphes doublement périodiques ne se réduisant pas a des 
constantes, on pourra toujours choisir la constante figurant dans Tinté- 
grale premiére R = const. de sorte que les équations de la suite (A) a 
partir d'un certain rang m se réduisent a des identités. Toute intégrale 
commune a i^= o et i? = const. est alors intégrale de Téquation (m — i). 
Pour que F= o admette d'intégrales méromorphes doublement périodiques, 
il faut et il suffit que Téquation (m — i) en admette et que parmi ces 
intégrales il y en ait qui satisfassent k F = o. La recherche des inté- 
grales de telle nature se trouve ainsi ramenée a celle relative a une 
équation d*un ordre moindre. 

Si en particulier Téquation (m — i) ne contient que y et y\ cette 
recherche s*achéve facilement par les méthodes de Briot et Bouquet. 

Ces propositions permettent dans un grand nombre de cas de simplifier 
la recherche des conditions pour qu'un type donné d'équations différen- 
tielles admette d'intégrales méromorphes doublement périodiques. 

P. ex. en remarquant que la ligne polygonale de Téquation 

P{r) = Q{y) 

0X1 P et Q sont des polynomes de degres respectifs m et n, ne peut 
presenter qu*un seul coté a coefficient angulaire négatif et que ce coeffi- 



cient est egal a 



2m 

> 

n — tn 



on voit que Téquation ne saurait admettre d^intégrales méromorphes 
doublement périodiques que si n est de la forme 



. 2m 
n = m + -T-> 
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oii k est un diviseur de 2m. Elle en admettra effectivement p. ex. si m= i, 
n==2 ou 3, les coefficients des polynomes P et Q étant quelconques; 
ou encore si m =: 2, n = 4 ou 6, les coefficients étant convenablement 
choisis etc. 

Plus généraleinent, pour que Téquation 

Pij^n = Q{y) 

puisse admettre d*intégrales en question, il faut que n soit de la fornie 

n = f» + -p, 

oii k est un diviseur de mp. 

En remarquant aussi que la ligne polygonale de Téquation 

W) = Q{y)y' 

est ä un seul coefficient angulaire et que celui-ci est egal a 

mp — I 
n + I — m 

on voit que Texistence des intégrales méromorphes doublement périodiques 

cxige qu'on ait 

, w» — I 

k étant un diviseur de mp — i . Elle sera eflfectivement intégrable par 
de telles fonctions p. ex. si, les coefficients de P et ^ étant quelconques, 
on ajp=3, m=i, n=i ou 2 etc. 

S'il s'agit des équations de Briot et Bouquet 

pour qu'une telle équation puisse étre intégrable par des fonctions méro- 
morphes doublement périodiquee, il faut que sa ligne polygonale admette 
au moins un c6té a coefficient angulaire entier négatif et au molns un 
ä coefficient angulaire entier positif et qu'il n'y ait pas de cötés a coeffi- 
cient angulaire fractionnaire. Cette proposition simplifie souvent con- 
sidérablement la question de préciser les équations, appartenant ä un type 
general donné d'équations pouvant admettre d'intégrales de la nature 
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considérée. Elle resulte immédiatement d'une part de ce fait qu'une 
fonction méromorphe doublement périodique ne saurait rester holomorphe 
dans tout le plan et doit 8*annuler pour un nombre illimité de valeurs 
de rr, et d'autre part de la proposition suivante, que j'ai démontré dans 
un travail antérieur: pour que y défini par 

y = {x — aYf{x), 

oii f est une fonction holomorphe au voisinage de a: = a et ne s annulant 
pas pour cette valeur de Xy satisfasse ä une équation 

F(if , y') = o, 

il faut et il suffit que jj, soit egal a un coefficient angulaire des cötés 
de la ligne polygonale correspondant a Téquation différentielle considérée. 
Remarquons aussi que, d'aprés cette méme proposition, pour qu*une 
équation de Briot et Bouquet irréductible puisse étre intégrable par des 
fonctions méromorphes en general, il faut que la ligne polygonale de 
réquation n'ait aucun cöté ä coeflficient angulaire fractionnaire et qu'elle 
ait au molns un cöté a coefficient angulaire différent de zéro. Car, 8'il 
n'en était pas ainsi, Téquation ne pouvant étre intégrable par d'autres 
fonctions méromorphes que par les fonctions rationnelles ou simplement 
périodiques et ne pouvant s'annuler ni étre infinie pour aucune valeur 
finie de a?, se réduirait a une constante ou bien ä une ou plusieurs fonc- 
tions de la forme 

et dans ce dernier cas le premier membre de Téquation serait décomposable 
en facteurs de la forme 

y' + «y, 

ou a est une constante. 

D'ailleurs si ces conditions nécessaires pour Texistence des intégrales 
méromorphes sont remplies pour Téquation donnée, mais que la ligne poly- 
gonale n'admet aucun cöté a coefficient angulaire négatif ou aucun cöté 
ä coefficient angulaire positif, ou s^assure aisément si Téquation admet 
ou non d'intégrales méromorphes. Car dans ce cas Tintégrale ne pouvant 
étre que rationnelle ou simplement périodique, elle ne saurait, dans le 
premier cas avoir des pöles et dans le second cas des zéros. Par suite, 

AeUi mathtmatiea. 22. Imprimé le 6 Juin 1899. 49 
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dans le premier cas elle se réduirait a un polynome en o; ou en c" et 

dans le second cas e'est la transformée de Téquation donnée en - qui 

doit se réduire ä un tel polynome et Ton achéve facilement la question 
en déterminant, par la méthode des coefificients indéterminées, le degré 
et les coefificients d'un tel polynome. 

4 mars 1898. 
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Ce cahier éteit déjä livré ä la distribution quand nous est arrivée la 
nouvelle douloureuse de la mört de Sophus Lie, arraché a la science le 
1 8 février 1899. 

Sophus Lie appartenait ä la rédactioii de ce journal depuis sa fon- 
dation ä la fin de Tannée 1882. Cétait méme lui qui avait le premier 
compris que Tépoque était venue d'éditer un grand journal mathéma- 
tique scandinave. Cest lui qui dans une entrevue que nous eAmes a 
Stockholm au printemps de 1882 me proposa de tenter cette entreprise 
et de la diriger moi-méme comme rédacteur en chef du nouveau journal. 
Il me promettait dVipporter a cette entreprise le concours de son influence 
et de sa col laboration; a cette promesse je n*ai jamais fait appel, par la 
suite, sans étre entendu. 

Une plume plus compétente que la mienne retracera bientot dans 
ce journal Toeuvre mathématique de Sophus Lie. 

La force intérieure qui a surtout dirigé ses travaux était un amour 
enthousiaste, jeune et vigoureux de la théorie si väste qui portera toujours 
la marque de son génie. Il a voulu faire de la théorie des groupcs de 
substitutions une théorie embrassant les mathéinatiques entiéres, et trouver, 
dans cette théorie, Texplication des phénoménes les plus cachés de Tana- 
lyse et de la géométrie. Cétait un fils d'une de ces races jeunes, qui 
ont une foi ardente dans leur destinée et qui puisent dans cette foi la 
force d*accomplir en une vie d'homme Toeuvre d'un siécle. 

Il a eu le bonheur de trouver des collaborateurs dévoués et géné- 
reux, et de pouvoir, grace a eux, dire toute sa pensée dans ces oeuvres 
tres développées qui ne laissent plus de difficultés a ceux qui veulent 
s^assimiler ses théories. 

Pour trouver les concours indispensables a la publication de son 
oeuvre et pour répandre plus largement ses doctrines, il n'a pas hésité, 
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lui qui aimait tant son pays, — ce pays qui a vu naltre Abel, — il 
n'a pas hésité a s^expatrier pendant des années. Sa tåche accomplie, il 
est revenu a sa terre natale: il n'y devait pas vivre six mois. 

Sophus Lie était né le 17 décembre 1842. Son pére, comme celui 
d'Abel, était pasteur Luthérien. Dans les pays Scandinaves, le pasteur a 
presque toujours une place marquée dans la généalogie des homraes de la 
pensée. L'année 1859, Lie entrait comme étudiant ä Tuniversité de Chri- 
stiania. Dans le cours des années 1869 et 1870, il étudiait les mathé* 
matiques en Allemagne, en Prance et en Italie. Cest pendant ce vöyage 
qail noua avec F. Klein et G. Darboux des relations qui ont eu, par la 
suite, une si grande influence sur sa carriére scientifique. Le i*' juillet 
1872, sur rinitiative de O. J. Broch et d'autres, on créa pour lui une 
chaire personnelle de mathématiques a Tuniversité de Christiania. On était 
loin de Tépoque oix Gauss et Humboldt employaient leur influence a faire 
créer pour Abel une chaire a Tuniversité de Berlin, sans que celui-ci eAt 
aucun nioyen de réaliser son désir ardent de se dévouer a son propre pays. 

En 1886, Lie obtint un congé prolongé de Tuniversité de Christiania 
pour occuper une chaire de mathématiques a Tuniversité de Leipzig. II 
n'a abandonné cette chaire en 1898 que pour rentrer a Christiania oii la 
mört Ta terrassé en pleine force et en pleine activité. 
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jt Patifi, du 6 M 12 aoQI 1900 
u uair* 0a ddciiiubro I60S uit» diritloire douC ]« textu ■.'« 



> il < 



■1^ !!K>dulrt ru«l3iRtD»tiiiii« >ls Freoct B nfn k Zitfinh, en 1607. U nlvtloil de {jrlpkrer I» f.i.r 
liOiifrl* )ii<«ni«ttniHl r|«t im1lii<niBltvi«nH, qul dött »alr Uui H I'nu on IbUO. Etli- a (>oi»tUuo » l<^^l 
^lll nii l^iMiillr irnrgARlMlluu >jiii x"Ml ln[-mftiie dlvttii en iruut CvinmJHroni ' r.iiair»(»''Ui ailntmiirat.tr 
[pre*l>l«nt, M (t. ntLrbout) «t <'<TiitmunMn ifa fiviT/ivr fW4«id«nl, M. Ii. PaiiioHr^j, A rti«ur() »rMdle, 
U iVDCMRiiii' lUtnllU <l>4 proclikJn Cnntrti tnl«rnnlt<itnl nr vnarall Hm uil^i- dMiiillirnmcnl. mniii Ii 
L Ut ]irt» fj)[iaiiduil un cDiIftIn Tiamhcii il* tvraLiUioii* FerniiM •pli nuut nvon* l« dntulr i)« 7»>Hiit '. 

Toitl daboni, la iLUe Mt SxA» ilu lundl ft mnOt ui dlmnnchii 13-aol)l laUD; l« Can|rA> i 

Hoiu aeiofu rmtlacbta a r«ii«*mUa im Congrfti yanlraiJ dftn* fariuilnUoD de rKipotiiKn. 
rKTMlt». 'M qui, du twle, Dt nooi emt^^diar* nullumant do tonlr ]« plupwt d> nm i^&ncti. et lurtnut 
Ib* •AfiiiCM it tevllniM, itUI«i]» i|ae dan* lui locBUX de l'ExE^>ilIatk. U apr^ den indlimliai» qae naiia 
•»MW diilfc. (oul- ninit f*H ospi-rer qiio In Sarlnmau poucni. dMi* rp liul, nou» «uvrii trt» «iiii;leinrc- 
tiuAt *M lixriK». 

Lf pp^nwnina <]u cjon(r4ii ouinprmdn! au maia» d«ux »hu)<.>«i (AnCtttlAi: jM nAiuicM 'In Mvtloim. 
JCptl bumnl lUti (urh>iil l« inklli); <Im vlttlu fclnnUSitoeii] mi tuMuiual, i|U| r^iiiilM IdiM 1«> tnKnibrt* 
dB CnngifM Ii«9 axr.tirdoiu. (uMilunrM, päaTniol Atr* ore&lUuM* «t H>inl Afo RltKntaniuit & C^tudc. 

L» pria d» 1» <!>rte do Ciuigrta •»« 4« *«■(•■ /riwi«». 

Kila donnera drnlt; 

I''' A lu ptTUeijatlmi t toui 1m tiwniuc, å'(Mil*t !■■ HMpinliIiii*. ^ tmln 1m vl*il«i> qol mmiii 

3" Au tiauqcal. 

8" A Ib, ft-cvption du oompU tuiitn de* trnvtuK A\t Ctaifréf. auMllAt ipttn la jiubllmlloa. 

[.i)n'iu'Dn iH^ntbro dii (Tunjrti j Tiendm nopoinimin* ■1'oiui ua pliuleun pcreaiuiet do n (iimUI?. 
oeilltMai poucrnnt roi^avait, sur ilmniindc, doa cuIei ■|m['i6lHit Ii uii )iiIk ri^dult ipii enm ulli'TliiiirnniCDt C»:. 

n rst ftliiuliimeMl ImjiMillitp un ''kttoUu d'i)r|iN<i)iisli(>n d« •'OMiip»i' d» rtntlKllullon ilad mtmhnt 
Au l'An\t,tia lUns lu hniftl*. ni dtni »mdillui» i|i< i» vi» nial>lrl«llii pundHflt Ir «i>Ji)nr A Purt*. Mjilt, c# 
OOIiilÄliWHtil toul» ^p«^p<^^UIlC" J» f*tl» aueitluji, II t'o»f pt4noPnp'> do Otinnn ((Ulif*et»inniil aatlKlwIi^n 
k DBUt liva mciulinl dil (|utUf*M qui li'li<dil<ru( paa pBri* tu Iwmpi Milliml»' A ''Ct Cllot liciii «ii|)cron«, 
dllM iMin |yiiu-hBlna dd^ulalt*, jnnvAtr vaa> fnurnir )e* tartjeta tCghteotr len* l«> tenMlgnaoinnl* itu* 
vnua jot*^!'* nbctHElKi dt voui |iroaaitr ii cc uiytt, 

Vitu* vne* lonin* AgBlemait cannftllrc nu tempi iiiiln quellu teroot lr> ootiditlcin* s]id«iiiJu di 
I Li aiif DeDordi>ci paut 1m nTagn pw 1<m Comp^sun* d« [niururU^ k l'i>ccBiian d« r&x;KMiiUaiL uuttsnBlla. 

Vré» <)• denx iiiiiic«t ooili tcpBranI ciicsrs de reuverl.ure du Coufr^B, »I 11 nu uunJt ttt* 
l^riltrm iJu lous dtnutodM aojuufiltlttl uns Téia\<iUna r«ri»o, Mnli II iwt du pJui liaat lul^rM, poflr la 
wltc da noB tnvaun, f1'avoir au nmiiH i]u«J<|iii' ludluMloli tur I» nainlir* |>rDbBli|i{ dtt nitni^rfti dii 
(ianp4« d« \VW. Ga (»diJi|U*ui'v, iuhis iuilftoi» d'iino hyiMl tnulo ixtitkallAiu )Hiur iius mtij* aiM 
rDbflfiwncir! da nniia titiiv luvolr v»» Inluillon* pKluUilm pur unn iilinpl* luirli- i^iitÄli' (i|D* voor 
inra?«nt rlinotiiief, dmi» |a tM-iiw* tulvsnt»^- 

<*ytc Uftnmnntm 4it tii» rMinlin 



I! n'ttl fmr jtnMIt ■jin J'iiMiur ii 



(>.»jr'r 



l>cl nv *DIH uiB^ta an nen. i^ nucuft lUlnL ils (<»• duat uii *•»■ Ou dan* luuUH' 
JDIt I<h>k t*td tjve Don* Buibtu A vou* danund^r rot InleDtiont il>ytii!liv(«. Mkli rtbuiialilr i 
' f<m«iltr«i< liulicHtlon* noin mi* cKticmument pt^oita». 

Il impciTtntBlI (|un *c>tre rtpciDse Doua putlal Ig pliis IM pouiMc, et du» loua lo* j^bs <|i> dIia 
AoM [At »drusrt pM fou». dum loi Iialt jouri qui tulvront Ib tuocpt^iin iu In priinenlv ulri.-uliili« 

Frlére dadreaser toiites las Mjsmniilcatloiu i U, 1« Piésld«Bt d» 1» Socldt^ matliA- 
tutlQue de Fronce. me dot OranAfl-AiisnaUns 7. P»rle. tTtait lol a<ii wfc en ntna» tomye 
prMditixC du OomlU dorCKnlutioo • 
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